Prof. Dr. Uwe F. Mayer Wintersemester 1999/2000

Partielle Differentialgleichungen, Ubungsblatt 1

Féllig am 5. November 1999

1. Bestimmen sie die Laplacesche Gleichung in den parabolischen Zylinderkoordinaten
(&,m, 2) gegeben durch z = &n, y = (&2 — 7?), und 2 = 2.

2. Zeigen Sie fiir die Greensche Funktion G(z,y) eines beschrankten Gebietes 2 die
folgenden Aussagen.

(a) G(x,y) = G(y,x) fir alle z,y € Q, x # y.
(b) G(x,y) <0 fiir alle z,y € Q, z # y.

(c) /G(a:,y)f(y)dy — 0 wenn xz — 0fQ, vorausgesetzt f ist beschrédnkt und

o)
integrierbar auf 2. (Fiir den Beweis diirfen Sie annehmen dafl f stetig ist.)
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Partielle Differentialgleichungen, Ubungsblatt 2

Wird besprochen am 19. November 1999

1. Zeigen Sie, daf} eine Funktion von C'(£2) genau dann subharmonisch in € ist, wenn
sie die Mittelwertsungleichung lokal erfiillt: Fiir jedes y € Q gibt es ein §(y) > 0 so
daB fiir alle R < §(y) gilt

1
u(y) < 7_/ uds.
nw, R OBR(y)

Beniitzen Sie dazu die folgende Definition. u € C(2) heifit subharmonisch, falls
fiir jeden Ball B CC (2 und jede Funktion h welche harmonisch auf B ist gilt: u < h
auf OB impliziert u < h auf B.

2. Zeigen Sie, dal jede subharmonische Funktion das starke Maximumsprinzip erfiillt.
Beniitzen Sie dazu die folgende Definition. u € C(2) heifit subharmonisch, falls
es fiir jedes x € Q ein 0(z) > 0 gibt, so daf fiir jeden Ball B := Bg(z) CC §2 mit
R < §(x) und jede Funktion A welche harmonisch auf B ist gilt: u < h auf 0B
impliziert u < h auf B.

3. Zeigen Sie, daBl die Definitionen in den ersten beiden Aufgaben dieses Ubungsblattes
dquivalent sind.

4. (a) Beweisen Sie Liouvilles Theorem: Jede von oben beschréinkte harmonische
Funktion welche auf ganz IR" definiert ist, ist konstant.

(b) Zeigen Sie, dafl die Aussage von Liouvilles Theorem im Falle n = 2 auch fiir
subharmonische Funktionen gilt.

(c) Zeigen Sie, daB fiir n > 3 subharmonische Funktionen welche von oben be-
schriankt sind nicht konstant sein miissen.

5. Beweisen Sie den Perronschen Satz (Satz 2.12) indem Sie sich auf den Harnackschen
Konvergenzsatz (Satz 2.9) anstelle des Satzes iiber die normalen Familien (Satz 2.11)
berufen.
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Partielle Differentialgleichungen, Ubungsblatt 3

Wird am 26. November 1999 besprochen

. Zeigen Sie, daB ein Gebiet Q mit C? Rand 9 einer gleichméfigen dufleren Kugel-

bedingung geniigt.

. Sei u € C%(Q) mit u = 0 auf 9Q C C*'. Beweisen Sie die folgende Interpolationsun-

gleichung: Fiir jedes € > 0 gilt

1
/\Du|2dx§£/(Au)zdx—i-—/qux.
Q Q e Jo

Sei u(z) = Re(z/logz) und Q = {z = (z,y) € R*|u(z) < Ound z > 0}. Zei-
gen Sie, dafl u auf € harmonisch ist, da 9Q C C' in der Nihe des Ursprungs
(z,y) = (0,0), und daB 9%(0,0) = —u,(0,0) = 0. Dieses Beispiel zeigt, da man
eine stirkere Forderung an den Rand als nur 9Q C C! braucht (wie zum Beispiel
die innere Kugelbedingung) um zu schlieflen, daf§ die Normalenableitung an einem
echten Maximum am Rande positiv ist.

(a) Falls L elliptisch ist, und falls Lu > 0 und ¢ < 0 in einem nicht notwendiger-
weise beschrankten Gebiet €2 gilt, dann kann u kein inneres positives Maximum
annehmen. Beachten Sie, dafl keinerlei Annahmen an die Koeffizienten b° ge-
macht werden. Die entsprechende Aussage gilt fir Lu < 0 und ¢ < 0 und
inneres negatives Minimum.

(b) Falls Falls L elliptisch ist und ¢ < 0 in einem beschréinkten Gebiet 2 gilt,
und falls u € C*(Q) N C%(Q) die Gleichung Lu = f in  erfiillt, dann gilt die
Abschétzung

sup [u| < sup |u[ + sup |f/c].
Q o Q
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Partielle Differentialgleichungen, Ubungsblatt 4

Wird am 3. Dezember 1999 besprochen

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 2.8 Eine integrierbare Funktion u auf einem Gebiet 2
heifit schwach harmonisch (subharmonisch, superharmonisch) in € falls fir alle
Funktionen ¢ > 0 in C*(2) mit kompaktem Tréger in Q gilt:

/UA¢:o (>0,<0).
Q

Zeigen Sie, daB eine C°(Q) schwach (sub—, super—) harmonische Funktion in der Tat
(sub—, super—) harmonisch im klassischen Sinne ist.

Anleitung. Sei p € C°(IR") eine nicht-negative Hockerfunktion welche auflerhalb der
Einheitskugel B;(0) verschwindet und welche [ p(z)dz = 1 erfiillt (so eine Funktion
heiBt glittender Kern, auf Englisch mollifier). Setze p.(x) = e "p(x/e). Fiir eine
integrierbare Funktion v und ¢ > 0 definiert man die Glattung

wla) = (e pla) == [ p(FEutw) do,

zumindest wenn e < dist(x,0Q). Zeigen Sie zuerst, dafl wenn u schwach (sub—,
super—) harmonisch ist, so ist es auch u.. Beniitzen Sie jetzt (3) = (2) der néchsten
Aufgabe fiir u. (der superharmonische Fall und der harmonische Fall gehen natiirlich
entsprechend). Zeigen Sie dann, dal u. — u gleichméBig auf jedem Q' CC Q ko-
vergiert, falls u € C°(2). Jetzt fithren Sie noch einen Grenziibergang durch um
zu zeigen, dafl u auch (sub—, super—) harmonisch ist, dazu beniitzen die Mittel-
werts(un)gleichung.

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 2.9 Zeigen Sie, daf fiir C?(€2) Funktionen v die folgen-
den Bedingungen &dquivalent sind.

1. Au>0in Q

2. u ist subharmonisch in € im klassischen Sinne (geméfi den Definitionen auf
dem Ubungsblatt 2)

3. w ist schwach subharmonisch in 2
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Wird am 10. Dezember 1999 besprochen

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.1a Man zeige: Seien u € C*(Q) und v € C?(Q),
dann gilt wv € C7(Q2), wo v = min(«, 3), und mit d = diam(2) hat man die
Abschétzungen

Juv]on ®) max(1, da%f%) lul o ®) [vlcs @) >

<
[l < Tultemlolosm) -

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.1b Wenn f € C*(IR) und g € C?(Q), dann gilt fog €

C7(Q2), wo v = af.

Gilbarg-Trudinger, Seite 53 Fiir ein fest gewéhltes 3, 1 < [ < 2, setze u(z,y) =
(sgnz)yP fiir y > 0 und = 0 fiir y < 0, definiert auf dem Gebiet

Q={(z,y) eR?* : y < V]z|,2* +9* < 1}.

Man zeige, daBl u € C1(), daB aber u & C%(Q) fiir alle @ mit 1 > a > 3/2. Dies
zeigt insbesondere, daf fiir dieses Gebiet C1(Q) ¢ C%(Q) gilt.

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.5 Zeigen Sie fiir die Poissonsche Gleichung die folgen-
de Verallgemeinerung der Mittelwertsungleichungen (2.6) auf Béllen fiir die Lapla-
cesche Gleichung.

Erfiillle v € C?(2) N C°(Q) die (Un-)Gleichung Au = (bzw. > bzw. <) f in Q.
Dann gilt fiir jeden Ball B = Bg(y) C

u(y) = (bzw. < bzw. z){ﬁ/lgudx—ni%/jgf(x)@(r,mdx}, r=lz—yl,

WO

n—2

L(r* " - R*™) — (R —rY)/2R", n>2,
Or, k) = { log(R/r) — (1 —r?/R?), n=2.
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Wird am 17. Dezember 1999 besprochen

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.7 Sei Au = f in  C IR". Man zeige, daf} die Kelvin-
Transformation von w, definiert durch

v(x) = \:U]Q’”u(a:/]ac\z) fiir x/|x]2 €0,

die Gleichung
Av(z) = 2|77 f(/|2]*)

erfillt.

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.8a Sei w das Newtonsche Potential von f in B =
Br(zo) und sei f € L>®°(B) (d.h. f ist beschrinkt und integrierbar). Dann gilt
Dw € C*(IR") fiir jedes o € (0,1) und

[Dwlas < Cn, @) R flociss -
Die Norm in L ist die iibliche Supremumsnorm.

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.9a Sei P ein homogenes harmonisches Polynom zwei-
ten Grades, so daf§ es ein a mit |a] = 2 gibt, so da D*P # 0 (z.B. P = zyx9,
DypP =1). Sein e C({z: |z| < 2}) mit n =1 fiir |z| < 1, setze t;, = 2%, und sei
{ck} eine Nullfolge so dafl > ¢ divergent ist. Dann definiere

o0

f@) = aAmP) ().

k=0

Man zeige daf8 f stetig ist, aber daB Au = f keine C? Losung in einer Umgebung
des Ursprungs hat.

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.10 Erfiille v € CZ(B) die Gleichung Au = f in B =
Br(zo). Man zeige

2

(a) Julo < 5= —|flo fiir n >3,

(n—2)
(b) |Diulo < R|f|o fiiri=1,...,n.
Dies zeigt, daf in (4.14) fiir n > 3 die genauere Abschitzung |ul}.z < 3R?|f|o;p gilt.

Bemerkung: Das Original dieser Aufgabe in Gilbarg-Trudinger hat in Teil (a) einen
Druckfehler.
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Wird am 7. Januar 2000 besprochen

Gilbarg-Trudinger, Seite 65 Man zeige die folgende Erweiterung zu Satz 4.11. Sei
u € CHBy)NCYUBY), f € C*By) mit Au= fin Bf und u = 0 auf T. Sei nun
zusiitzlich angenommen, daff u kompakten Triger in By UT hat. Man zeige die
folgende Darstellungsformel:

ue) = [ [P=9) =T =] ) do.

Hier ist z* die Spiegelung vom Punkt z in 7', d.h. wenn = = (z1,...,Z,_1,%,), SO

*

= (1, ., Tp1, —Tp).

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.9b Sei () ein homogenes harmonisches Polynom drit-
ten Grades, so daf es ein a mit |a] = 3 gibt, so dal D*Q # 0. Sein € C({z :
lz| < 2}) mit n = 1 fiir [z] < 1, setze t;, = 2, und sei {¢;.} eine Nullfolge so dafl
> ¢, = oo ist. Dann definiere

x) = Z cen(trr)Q Z cr(nQ) (tex) /1 .
k=0 k=0

Dann folgt
Au(z) = gz) = Y e AnQ)(trr) /by -

Man zeige, dafl ¢ € C*! aber daf8 auf allen Umgebungen des Ursprungs u ¢ C?! ist
Also ist Hilfssatz 4.4 fiir « = 1 nicht giiltig.

Gilbarg-Trudinger, Aufgabe 4.2 Im Hilfssatz 4.2 kann die Holderstetigkeit durch die
Dinistetigkeit ersetzt werden. Beachte, Stetigkeit allein geniigt nicht, das zeigt das
Beispiel in Aufgabe 4.9a vom letzten Ubungsblatt.

Eine Funktion f heifit Dinistetig wenn

@) - F@) < o(z—y))  mit /O+so<r>r—1dr<oo.

Also, man beweise Hilfssatz 4.2 wenn f Dinistetig auf 2 ist.
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Wird am 21. Januar 2000 besprochen

1. Der Hilbertraum [? besteht aus denjenigen Folgen {a;} welche quadratisch summier-
bar sind, mit dem Innenprodukt ({a;},{b;}) := >_ a;b;. Definiere den Operator
T durch T({CL]}) = {0, as, (12/2, (13/3, (14/4, .. }

(a) Man zeige, dal T kompakt ist, indem man beweist, dal T der Grenzwert von
Operatoren mit endlichen Rang ist.

(b) Man zeige, dafl T kompakt ist, indem man beweist, da8 T' ein Hilbert-Schmidt-
Operator ist. Dazu beniitze man das ZéhlmaB p auf IN, das heift, [y a; du(j) =

>o2iajund I* = L*(IN, p) = {{aj} C N asdp < oo}. Man finde also einen ge-

eigneten Kern, so da8 T{a;}(i) = [ K (i, )a; du(j) mit K € L*(INxIN, 11 ).
(c) Man zeige, dafl T' keine Eigenwerte hat.

2. Die zusammenhingende Menge M™ C IR™ ist eine n-dimensionale C*-Mannigfaltig-
keit, falls es lokale Parametrisierungen 1; : Q; C R" — M™ in C*(Q;,IR™) gibt,
so daff U;Bild(y;) = M™, und, falls Bild(¢;) N Bild(¢y) # {}, so daB ¢; ' o ¢ ein
C*-Diffeomorphismus von seinem Definitionsbereich auf sein Bild ist. Fiir ¢ := v;
nennt man die Funktion ¢ := ¢! eine (lokale) Karte auf M™, die Sammlung aller
Karten nennt man einen Atlas. Die (y1,...,y,) = ¢(z) heiflen lokale Koordinaten
auf M"™. Man definiert den Metriktensor (g;;) in lokalen Koordinaten durch

Cbou 00 DY

99~ 0y, oy, <ayi’ayj>'

Hier und im weiteren ist die Summationskonvention benutzt, Indizes notieren die
Komponenten der entsprechenden Vektoren, und das Innenprodukt ist dasjenige
von R™.

(a) Sei nun x = ¢(y) = ¥(z) fiir ein Punkt x € M", d.h. z liegt im Definitions-
bereich zweier iiberlappendender Karten. Sei J die Jakobimatrix von W1 o),

das heifit
822-

Oy
Sei (g;;) der Metriktensor in den Koordinaten y und (v;;) der Metriktensor in
den Koordinaten z. Mit der Kettenregel rechne man nach, daf3

(gi5) = J*(vi)

gilt. Man notiert die inverse Matrix zu (g;;) durch (¢"), und analog fiir die an-
deren Matrizen. Die obige Formel gibt dann auch eine Formel fiir die Inversen,

Jyj =

1



sobald man sich (z.B. mit Hilfe der Kettenregel) davon iiberzeugt hat, daf§

_ Ayi
N 8zj

JY

gilt. Sei g := det(g;;) und 7y := det(7;;). Man zeige, dafl aus der Formel auch

V9 = |det(J)[y7
folgt.

(b) Die Volumenform dVol auf M := M" ist lokal durch ,/gdy definiert. Ist
w eine integrierbare Funktion definiert auf M, so dafl der Trdager von w in
Bild(¢)) N Bild(¥) liegt, dann zeige man mittels der mehrdimensionalen Sub-
stitutionsregel die Formel

[wtva@ian= [weAe

Dies zeigt, daf3 f 1 wdVol wohldefiniert ist, also von der Wahl der Parametri-
sierung nicht abhéngt. Ubrigens, falls der Triger von w nicht in einer Karte
liegt, so definiert man das Integral |, 4 WdVol, indem man es in Integrale {iber
kleinere Bereich zerlegt, die alle in einer (jeweils anderen) Karte liegen. Das
obige Argument zeigt dafl dies wohldefiniert ist.

(c) Ist uot) eine C*-Funktion fiir alle Parametrisierungen 1) einer C?>-Mannigfaltig-
keit M, so schreibt man u € C%(M). Fiir ein solches u definiert man in lokalen
Koordinaten den Laplace-Beltrami-Operator von M durch

1 0 g ou
Apu = — 2 4 .
M Vg oy (g \/58%)

Man zeige, daf die Definition von Ajy;u unabhéngig von der Wahl der Koordi-
naten ist. Dies geht wohl am einfachsten, indem man eine C*-Funktion w mit
Tréger in Bild(¢) N Bild(¥) hernimmt, und

(Aawpwavol = [ L2 (i 5280 ) Gay
/M / V9 0y; Yi

zuerst einmal mit partieller Integration, dann mit der mehrdimensionalen Ket-
tenregel und Teil (b), und dann nochmals mit partieller Integration auf das
entsprechende Integral in z {iberfiihrt. Das zeigt dann die Behauptung, weil w
beliebig war.

3. Sei M C R?® der Zylinder gegeben durch 22 4+ 22 = 1, und seien ui(z) = zy,
uy(z) = x9€™ fiir © = (21, 29,23) € R®. Man zeige, daB A]R‘”““ = 0, aber
Ap(uy| ) # 0, und AB3U2 # 0, aber Ap(us| ) = 0. Dies zeigt, dal die har-

M M
monischen Funktionen auf einer Untermannigfaltigkeit im Allgemeinen nichts mit

den harmonischen Funktionen des umgebenden Raumes zu tun haben, sondern eine
eigene Klasse von Funktionen bilden.
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Wird am 28. Januar 2000 besprochen

1. Man beweise, dafl das (starke) Maximumsprinzip auch fiir harmonische Funktio-
nen auf einer Mannigfaltigkeit gilt, das heifit fiir C2-Funktionen u auf der C*-
Mannigfaltigkeit M mit welche dem Laplace-Beltrami-Operator A, die Gleichung
Apru = 0 erfiillen. Fiir den Beweis folge man den folgenden beiden Schritten.

(a) Sei Q C M vollstindig im Definitionsbereich einer Karte gelegen. Man zeige,
daB u zumindest auf 2 dem Maximumsprinzip geniigt. Dazu schreibe man Ay,
in lokalen Koordinaten und beniitze eine entsprechende Aussage iiber allgemei-
ne lineare elliptische Operatoren, siehe Gilbarg—Trudinger Kapitel 3.

(b) Sei nun § nicht im Definitionsbereich einer Karte gelegen. Man beniitze ein
Uberlagerungsargument um zu zeigen, dafl das Maximumsprinzip auch dann
gilt.

2. Man zeige, daf§ alle harmonischen Funktionen auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
konstant sein miissen.

3. Sei u eine nichtkonstante Eigenfunktion des Laplace-Beltrami-Operators mit (reel-
lem) Eigenwert A auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M, das heifit Apu(x) =
Au(zx) fiir alle € M. Mit dem Maximumsprinzip zeige man, dafl A < 0 gilt.

4. Sei ¢ : S? ¢ R?® — IR? die stereographische Projektion vom Nordpol N aus. Das
heifit, fiir einen Punkt z € S? — {N} ist 2 = ¢(z) der Schnittpunkt der Geraden
durch N und z mit IR?. Man zeige, daf mit diesen Koordinaten gilt:

Ageu(z) = A+
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Wird am 4. Februar 2000 besprochen

Im folgenden sei €2 C IR" ein beschranktes, nicht notwendigerweise zusammenhéngendes
Gebiet mit Rand S von der Klasse C2, und sei v die duflere Einheitsnormale auf S.

1. Sei C,(Q) der Raum der Funktionen u € C'(2) N C(Q) fiir welche der Grenzwert

Op-u(z) := lim v(z) - Vu(zr —tv(z))
t—0
existiert fiir alle x € 5, mit gleichméBiger Konvergenz auf 5. Man zeige, dal man
fir u € C,(Q)NC?%*(Q) die Greenschen Formeln anwenden kann. Dazu betrachte man
das Gebiet €; mit Rand S; := {x — tv(z) : x € S} und fithre einen Grenziibergang
durch.

2. Wegen der Kompaktheit und Glattheit von S gibt es ein £4(S) > 0 und eine Kon-
stante C7, so dafl man durch Polarkoordinaten auf S fiir jedes x € S und jedes
0 < € < g¢ die Abschétzungen

(1) / T -y doly) < C / a2 g
{lz—yl<e}nsS 0
(2) / log | — o] dofy) < C / log rlr™2 dr
{|lz—y|<e}ns 0

herleiten kann. Fiir die Abschétzung (1) ist die Konstante C; = C}(S, «), und fiir
die Abschétzung (2) hat man Cy = C1(95).

(a) Dies einmal angenommen zeige man, daff die Abschitzung (1) mit einer anderen
Konstanten Cy = Cy(av, S) dann fiir alle € > 0 gilt.

(b) Fiir die Abschétzung zwei nehme man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
an, daf g9 < 1/e gilt. Damit leite man fiir 0 < ¢ < gq die Abschitzung

3) /
{lz—y|<eInS

her, mit Cy = Cy(95).

(¢) Welche Abschitzung dhnlich zu (3) kann man aus der Abschitzung (2) herlei-
ten, wenn man die Bedingung ¢ < gg weglafit?

log |z — y|‘ do(y) < Cye™ tlog(e™)

3. Man zeige, dafl wenn K ein (stetiger) Kern der Ordnung «; ist (mit 0 < a3 <n—1),
dann ist K auch ein (stetiger) Kern der Ordnung v fiir jedes s > 1 (wo natiirlich
auch 0 < as < n — 1 angenommen wird).
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Wird am 11. Februar 2000 besprochen
Im folgenden sei 2 C IR" ein beschrénktes, nicht notwendigerweise zusammenhéngendes

Gebiet mit Rand S von der Klasse C?.

1. Man beweise Hilfssatz (3.25) von Follands Buch: Ist ¢ € C(S) und u das Einzel-
schichtpotential von ¢, also

ulz) = / M(x — y)ély) doy .

dann ist u stetig auf ganz R"™. Der Beweis geht analog zu dem von Hilfssatz (3.21),
nur beniitzt man hier Polarkoordinaten auf S um die Integrale iiber den kleinen
Ball um x auf S abzuschétzen.

2. Sei K ein reellwertiger singulidrer Kern der Ordnung o € [0,n— 1) auf S x S und Tk
der zugehorige Operator auf L?(S). Man zeige, dafl wenn man K*(z,y) = K(y, z)
definiert, so ist T~ die Adjunkte von Tk, es gilt also Ty = Tk~

3. Man beweise Poincarés Ungleichung: Es gibt eine Konstante C so daf fir all u €
Cl)NC(QQ) mit u=0 auf ON

/Q|U(x)|2d$§C/Q|Vu(x)|2dx

gilt. Zum Beweis setze man u durch 0 auflerhalb von € fort, und iiberlege sich, dafl

dann fiir alle w mit |w| =1
—/ Opu(x + rw)dr
0

gilt. Durch Integration iiber alle w € S*~! C IR™ leite man dann die Abschitzung
1 [Vu(y)]

ulz)| <
w@)l < - |

her. Nun beniitze man die verallgemeinerte Youngsche Ungleichung (0.10) von Fol-
land. Was ergibt sich fiir die Konstante?

4. Das Minimumsprinzip fir den ersten Eigenwert. Angenommen es gibt ein u €
C?(2) N CY(N2) welches die Null-Dirichlet-Randbedingungen erfiillt (d.h. u = 0 auf

09) und mit
Jo IVu(a) d Jo [Vw(z)? d 2

B Q),w = 0 auf 90 _
Jo ()P (e w e 0.0 =0 00,0 20}

(So ein u gibt es immer, wenn wir 2 aus der Klasse C? und zusammenhiingend
annehmen.) Man zeige, dal dann m der kleinste Eigenwert von —A mit Null-
Dirichlet-Randbedingungen ist. Dazu nehme man v € CZ(2) und man zeige daf
dann

Sy IV (u(z) + ev(a) P do
fle) = Jo Ju(@) + ev(z)]? da

1



ein Minimum fiir € = 0 hat. Aus der Gleichung f'(0) = 0 leite man dann

/QVu(x) -Vou(z)de = m/ﬂu(x)v(x) dx

her. Mittels der ersten Greenschen Formel zeige man, dafi dies dann Au(z) +
mu(x) = 0 erzwingt, also m in der Tat ein Eigenwert von —A ist. Nun zeige
man noch, da m der kleinste Eigenwert ist. Ubrigens, was hat die Konstante in
Poincarés Ungleichung mit m zu tun?
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