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2.2 Topologische Hilfsmittel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.1 Initialtopologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir uns mit dem gemittelten mittleren Krümmungs-
fluss beschäftigen. Dies bedeutet, wir geben uns eine kompakte, zusammen-
hängende, eingebettete Hyperfläche G ⊆ Rm mit bestimmter Regularität vor
und suchen eine Familie M = {Mt ; t ≥ 0} von Hyperflächen des Rm, die
glatt sind für t > 0 und die folgende Evolutionsgleichung erfüllen:

V = H −H, M0 = G, (1.1)

hierbei steht V (t) für die Normalgeschwindigkeit von M zur Zeit t und H(t)
steht für die mittlere Krümmung von Mt. Schließlich bezeichnet H(t) die
gemittelte mittlere Krümmung von Mt, d.h.,

H(t) := HMt :=

∫
Mt
H(t)do(t)∫
Mt
do(t)

,

wobei o(t) das Volumenmaß auf Mt bezeichnet. Offensichtlich gilt∫
Mt

(
H(t)−H(t)

)
do(t) = 0. (1.2)

Wenn Mt für alle t ≥ 0 ein ein wohldefiniertes, messbares Gebiet Ω(t) ⊆ Rm

umschließt, kann man zeigen, dass (1.2) äquivalent ist zu der Aussage, dass
der mittlere Krümmungsfluß das Volumen vol

(
Ω(t)

)
des umschlossenen Ge-

bietes zeitlich konstant läßt. Deshalb heißt (1.1) auch volumenerhaltender
mittlerer Krümmungsfluss. Es wurde von G. Huisken [9] (und M. Gage [7]
im Fall ebener Kurven) gezeigt, dass die Evolutionsgleichung (1.1) für glatte
und gleichmäßig konvexe Anfangsflächen eine globale Lösung hat, die expo-
nentiell gegen eine Sphäre konvergiert. Ausgehend von einem Resultat von
J. Escher und G. Simonett [6] wollen wir zeigen, dass die Konvexität der
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Anfangsfläche nicht notwendig ist für die globale Existenz einer Lösung des
volumenerhaltenden mittleren Krümmungsfluss. Dies wird das Hauptresultat
der Arbeit sein.
Auf dem Weg dorthin wollen wir im allgemeinen Riemannschen Rahmen die
Gleichung des volumenerhaltenden mittleren Krümmungsfluss analysieren.
Dazu gehen wir folgendermaßen vor:
In Kapitel 2 wollen wir Grundlagen und Definitionen (hauptsächlich aus dem
Gebiet der Differentialgeometrie) bereitstellen. In [6] wird gezeigt, dass (1.1)
unter bestimmten Bedingungen äquivalent ist zu einer abstrakten quasilinea-
ren parabolischen Evolutionsgleichung. Hierbei spielen die kleinen Hölder-
räume, mit denen wir uns in Kapitel 3 beschäftigen, eine wichtige Rolle. In
Kapitel 4 leiten wir zunächst die abstrakte Evolutionsgleichung im Riemann-
schen Fall her. Anschließend wollen wir das oben erwähnte Hauptresultat
beweisen. Im Anhang sind Resultate einer von Prof. Dr. U. F. Mayer durch-
geführten numerischen Simulation des gemittelten mittleren Krümmungsfluss
enthalten. Dort ist in beeindruckender Weise zu sehen, wie eine nicht-konvexe
Anfangskurve unter der Evolutionsgleichung (1.1) gegen einen Kreis strebt.

Schließlich möchte ich an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. J. Escher und Herrn
Prof. Dr. J. Heine für die freundliche Unterstützung während meiner gesam-
ten Studienzeit herzlich danken. Insbesondere danke ich Herrn Prof. Dr. J.
Escher für die hervorragende Betreuung beim Anfertigen meiner Diplomar-
beit. Außerdem gilt mein Dank auch Herrn Prof. Dr. U. F. Mayer für das
Durchführen der numerischen Berechnungen und das zur Verfügung stellen
der Grafiken.

Hannover im Juli 2003 C. Kneisel



Kapitel 2

Grundlagen und Definitionen

2.1 Differentialgeometrie

2.1.1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Ein topologischer Raum (M, τ) heißt m-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit : ⇔

• (M, τ) ist ein Hausdorff-Raum.

• (M, τ) ist ein A2-Raum.

• (M, τ) ist lokal euklidisch. D.h. jeder Punkt von M hat eine Umgebung,
die homöomorph zu einer offenen Teilmenge des Rm ist.

Anmerkung: Man braucht einen tiefgehenden Satz von Brouwer, um zu zei-
gen, dass die Dimension einer topologischen Mannigfaltigkeit eindeutig be-
stimmt ist. Falls keine Verwechslungen zu befürchten sind, schreiben wir M
statt (M, τ). Sei M eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Eine Karte von M ist ein Paar (U,ϕ), wobei U eine offene Teilmenge von M
und ϕ : U → Rm ein Homöomorphismus auf sein Bild ist. Für p ∈ U ⊆ M
nennen wir (U,ϕ) Karte von M um p. Man nennt zwei Karten (U,ϕ) und
(V, ψ) Ck-kompatibel für k ∈ N ∪ {∞}, wenn entweder U ∩ V = ∅ oder
ϕ ◦ ψ−1 ∈ Diff k(ψ[U ∩ V ], ϕ[U ∩ V ]) gilt. Ein Ck-Atlas von M ist eine
Familie {(Uα, ϕα);α ∈ A} von Karten mit:

• (Uα, ϕα) ist Ck-kompatibel mit (Uβ, ϕβ) für (α, β) ∈ A× A.

•
⋃

α∈A Uα = M .
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6 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND DEFINITIONEN

Man nennt einen Ck-Atlas A = {(Uα, ϕα);α ∈ A} maximal, wenn jede Kar-
te (V, ψ), die mit jedem (Uα, ϕα) kompatibel ist, selbst zu A gehört. Als
Ck-Struktur auf M bezeichnen wir einen maximalen Ck-Atlas. Eine Ck-
Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M,A) bestehend aus einer m-dimensionalen
topologischen Mannigfaltigkeit M und einer Ck-Struktur A.

2.1.2 Glatte Mannigfaltigkeiten

Im folgenden betrachten wir glatte Mannigfaltigkeiten, d.h. m-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeiten mit einer C∞-Struktur A. Sind keine Miß-
verständnisse zu befürchten, schreiben wir wieder M statt (M,A).

Lemma 2.1 Sei M eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Dann
gilt:

(a) Jeder glatte Atlas von M ist in einem eindeutigen, maximalen, glatten
Atlas enthalten.

(b) Zwei glatte Atlanten von M bestimmen denselben maximalen, glatten
Atlas genau dann, wenn deren Vereinigung wieder ein glatter Atlas ist.

Beweis: Siehe [11], Lemma 1.10.
�

Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und (E, ‖‖) sei ein (reel-
ler) Banachraum (wir wollen in der gesammten Arbeit stets reelle Vektorräu-
me betrachten). Für k ∈ N ∪ {∞} gehört f : M → E zur Klasse Ck(M,E),
falls für jedes p ∈M eine Karte (U,ϕ) von M um p existiert, mit

f ◦ ϕ−1 ∈ Ck(ϕ[U ], E).

Der wichtigste Spezialfall hierbei ist E = R. Zur Abkürzung setzen wir
Ck(M) := Ck(M,R).
Seien nun M und N glatte Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n. Für
k ∈ N ∪ {∞} gehört f : M → N zur Klasse Ck(M,N), falls für jedes p ∈M
eine Karte (U,ϕ) von M um p und eine Karte (V, ψ) von N um f(p) existiert,
so dass:

(i) f [U ] ⊆ V ,

(ii) ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ∈ Ck(ϕ[U ], ψ[V ]).
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Wir nennen f : M → N einen Ck-Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und
f ∈ Ck(M,N) sowie f−1 ∈ Ck(N,M) gilt. Die Menge der Ck-Diffeomorphis-
men von M nach N bezeichnen wir mit Diff k(M,N). Außerdem setzen wir
Diff(M,N) := Diff∞(M,N). Wir wollen noch ein wichtiges Lemma angeben,
dass wir im Folgenden öfters benutzen werden.

Lemma 2.2 (Existenz einer glatten Zerlegung der Eins) Sei M eine
glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und X = {Xα}α∈A sei eine offene
Überdeckung von M, dann existiert eine glatte Zerlegung der Eins, die X
untergeordnet ist.

Beweis: Siehe [11], Theorem 2.25.
�

2.1.3 Vektorbündel

Sei (M, τ) ein topologischer Raum. Ein (reelles) Vektorbündel von Rang k ∈
N über M ist ein topologischer Raum (V, σ) zusammen mit einer surjektiven,
stetigen Abbildung π : V →M mit den Eigenschaften

(i) Für jedes p ∈ M hat die Menge Vp := π−1(p) ⊆ V eine reelle Vektor-
raumstruktur und dimVp = k.

(ii) Es existiert eine offene Überdeckung {Uα}α∈A von M sowie Homöomor-
phismen Φα : π−1(Uα) → Uα × Rk, so dass das folgende Diagramm

π−1[Uα]
Φα−−−→ Uα × Rkyπ

yπ1

Uα Uα

für alle α ∈ A kommutativ ist, und dass für jedes q ∈ Uα die Einschrän-
kung Φ|Vq ein linearer Isomorphismus von Vq nach {q} × Rk ∼= Rk ist.

Wenn M und V glatte Mannigfaltigkeiten sind, und die {Φα}α∈A Diffeomor-
phismen sind, nennt man V ein glattes Vektorbündel (über M). Beispiele :
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Man definiert das Tangentialbündel TM
durch

TM :=
∐
p∈M

TpM.
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(i) Das Tangentialbündel TM ist ein glattes Vektorbündel.

(ii) Die Produktmannigfaltigkeit M × Rk mit π = π1 : M × Rk → Rk ist
ein glattes Vektorbündel.

Ein glattes Vektorbündel V heißt trivial, wenn es diffeomorph zu M×Rk ist.

2.1.4 Lokale und globale Schnitte von Vektorbündeln

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und π : V →M ein glattes Vektorbündel
über M . Eine Abbildung σ : U → V einer offenen Teilmenge U ⊆ M heißt
Schnitt von V über U , falls π ◦ σ = idU gilt, d.h. ∀ p ∈ U : σ(p) ∈ Vp. Im
Fall U = M heißt σ globaler, im Fall U ⊆M lokaler Schnitt. σ heißt glatter
Schnitt, falls σ glatt ist als Abbildung von U nach V .

2.1.5 Lokale und globale Rahmen

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, π : V →M ein Vektorbündel und U ⊆M
eine offene Menge. Schnitte {σ1, . . . , σk} von V über U heißen unabhängig,
falls für jedes p ∈ U ihre Werte {σ1(p), . . . , σk(p)} linear unabhängig in Vp

sind. Man sagt sie spannen V auf, falls

span{σ1(p), . . . , σk(p)} = Vp für alle p ∈ U.

Ein Rahmen für V über U ist ein geordnetes k-Tupel (σ1, . . . , σk) von un-
abhängigen Schnitten über U , die V aufspannen. D.h. für alle p ∈ U ist
(σ1(p), . . . , σk(p)) eine (geordnete) Basis für Vp. Im Fall U = M nennt man
den Rahmen global, sonst lokal. Ein lokaler oder globaler Rahmen heißt glatt,
wenn jeder Schnitt σi , i ∈ {1, . . . , k} glatt ist. Wir wollen noch einen Zu-
sammenhang zwischen Rahmen und Vektorbündeln angeben, den wir später
benutzen werden.

Lemma 2.3 Ein glattes Vektorbündel ist genau dann trivial, wenn es einen
glatten, globalen Rahmen besitzt.

Beweis: Siehe [11], Corolarry 5.11.

�
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2.1.6 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Unter einer Riemann-
schen Metrik g = gM auf M verstehen wir ein glattes, kovariantes 2-Tensor-
Feld, d.h. einen glatten Schnitt des Tensorbündels T 2

0M , das symmetrisch
und positiv definit ist. Dies bedeutet insbesondere, dass für jedes p ∈M die
Abbildung g ein Skalarprodukt auf TpM definiert.

g(p)(X, Y ) = g(p)(Y,X), g(p)(Z,Z) > 0, |Z|g :=
(
g(p)(Z,Z)

)1/2
,

für X,Y, Z ∈ TpM mit Z 6= 0.

Manchmal schreiben wir auch (X|Y )g für das von g induzierte Skalarprodukt
von X mit Y . Das Paar (M, g) heißt Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein of-
fensichtliches Beispiel für eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist (Rm, η) mit
der euklidischen Metrik η, d.h. für alle x ∈ Rm ist η(x) das gewöhnliche eu-
klidische Skalarprodukt auf TxRm unter der Identifikation TxRm ∼= Rm. Wir
wollen anmerken, dass eine Riemannsche Metrik keine Metrik im topologi-
schen Sinn ist. Damit keine Verwechslungen entstehen, soll mit dem Wort
Metrik allein, immer Metrik im topologischen Sinn gemeint sein. Aus einem
Satz von Alexandroft und Urysohn über das Metrisationsproblem folgt, dass
jede topologische Mannigfaltigkeit (M, τ), so wie sie oben definiert wurde,
metrisierbar ist.
Beweis: (M, τ) ist lokal euklidischer T2-Raum ⇒ (M, τ) ist lokal kompakter
T2-Raum ⇒ (M, τ) ist regulär.
Daher ist also (M, τ) ein regulärer A2-Raum. ⇒ Beh.

�

Im Fall einer zusammenhängenden Riemannschen Mannigfaltigkeit läßt sich
explizit eine solche Metrik angeben: Sei Γ ⊆M eine kompakte, glatte Kurve
und γ : [a, b] → M eine Parametrisierung von Γ. Dann definieren wir die
Länge von Γ durch

Lg(Γ) :=

∫ b

a

|γ̇(t)|g dt.

Lg(Γ) ist wohldefiniert, d.h. unabhängig von der Parametrisierung. Es sei
I ein kompaktes, perfektes Intervall. Der stetige Weg γ ∈ C(I,M) heißt
stückweise glatt in (M, g), falls es eine Zerlegung Z = (α0, . . . , αn) von I
gibt, so dass

γj := γ
∣∣[αj−1, αj] ∈ C∞([αj−1, αj],M) für j = 1, . . . , n.

Der stückweise glatte Weg η ∈ C(J,M) bezüglich der Zerlegung
Z ′ = (β0, . . . , βn) von J heißt C∞-Umparametrisierung von γ, falls es
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C∞-Parameterwechsel

ϕj ∈ Diff([αj−1, αj], [βj−1, βj])

gibt, mit γj = ηj ◦ϕj für j = 1, . . . , n. Auf der Menge aller stückweise glatten
Wege in (M, g) wird eine Äquivalenzrelation ∼ durch

γ ∼ η :⇔ η ist eine Umparametrisierung von γ

erklärt.
Die entsprechenden Äquivalenzklassen heißen stückweise glatte Kurven (in
(M, g)). Jeder Repräsentant einer stückweise glatten Kurve Γ ist eine stück-
weise C∞-Parametrisierung von Γ. Ist γ ∈ C(I,M) eine stückweise C∞-
Parametrisierung von Γ, so schreibt man symbolisch Γ =

∑n
j=1 Γj, wobei

Γj := [γj] für j = 1, . . . , n gilt. Es sei Γ eine stückweise glatte Kurve in (M, g)
mit der Parametrisierung γ ∈ C(I,M) zur Zerlegung Z = (α0, . . . , αn). Dann
wird die Länge von Γ durch

Lg(Γ) :=
n∑

j=1

Lg(Γj) =
n∑

j=1

∫ αj

αj−1

|γ̇j(t)|g dt

erklärt. Außerdem definieren wir für I = [a, b] den Anfangspunkt AΓ, bzw.
den Endpunkt EΓ, durch AΓ := γ(a) bzw. EΓ := γ(b).
Sei (M, g) eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir set-
zen: dg : M ×M → R+,

(p, q) 7→ inf{Lg(Γ); Γ ⊆M stückw. glatte Kurve mit AΓ = p und EΓ = q},

dg heißt Riemannsche Abstandsfunktion.

Satz 2.4 Sei (M,g) eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Topologie τ . Dann ist dg eine Metrik und es gilt :
(M, τ) = (M, τdg).

Beweis: Siehe [11], Proposition 11.20.
�

2.1.7 Linearer Zusammenhang

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir schreiben T (M) für den Raum der
glatten Schnitte von TM . Für X ∈ T (M) bezeichne X|p den Wert von X an
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der Stelle p ∈M .
Ein linearer Zusammenhang ist eine Abbildung

∇ : T (M)× T (M) → T (M)

geschrieben als (X, Y ) 7→ ∇XY , so dass folgendes gilt :

(a) ∇ ist linear über C∞(M) im ersten Argument,
∀ f, g ∈ C∞(M)∀X1, X2, Y ∈ T (M) : ∇fX1+gX2Y = f∇X1Y +g∇X2Y .

(b) ∇ ist linear über R im zweiten Argument,
∀ a, b ∈ R ∀X,Y1, Y2 ∈ T (M) : ∇X(aY1 + bY2) = a∇XY1 + b∇XY2.

(c) ∇ erfüllt die folgende Produktregel,
∀ f ∈ C∞(M) ∀X, Y ∈ T (M) : ∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y .

In [10], Lemma 4.2 wird gezeigt, dass ∇XY nur von den Werten von Y in ei-
ner beliebigen Umgebung von p und dem Wert vonX an der Stelle p abhängt.
Man kann daher einen linearen Zusammenhang in lokalen Koordinaten “aus-
rechnen”. Sei (σ1, . . . , σm) ein auf einer offenen Menge U ⊆M definierter glat-
ter Rahmen für TM . Dann gibt es glatte Funktionen Γk

ij, i, j, k ∈ {1, . . . ,m}
auf U mit

∇σi
σj = Γk

ijσk.

Die Funktionen Γk
ij heißen Christoffel-Symbole von ∇ bezüglich des Rahmens

(σ1, ..., σm). Wir wollen den linearen Zusammenhang benutzen, um zu erklä-
ren, was Geodätische sind. Die Geodätischen spielen in der Riemannschen
Geometrie dieselbe Rolle, wie die Geraden in der Euklidischen Geometrie. In
der Euklidischen Geometrie ist die Gerade die kürzeste Verbindung zwischen
zwei Punkten. Dies ist zumindest lokal auch für Geodätische richtig. Eine
weitere Eigenschaft von Geraden ist, dass sie nicht gekrümmt sind, in der
Sprache der Analysis bedeutet dies, dass ihre zweite Ableitung verschwindet.
Bei den Geodätischen tritt an die Stelle der zweiten Ableitung die kovariante
Ableitung.

2.1.8 Kovariante Ableitung

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und γ : I → M ein glatter Weg. Eine
Abbildung V : I → TM mit V (t) ∈ Tγ(t)M für jedes t ∈ I heißt Vektor-
feld entlang γ. Wir bezeichnen mit T (γ) den Raum der glatten Vektorfelder
entlang γ. Ein Vektorfeld V entlang γ heißt fortsetzbar, falls ein Vektor-
feld Ṽ existiert, welches auf einer Umgebung von im(γ) definiert ist und
V (t) = Ṽ |γ(t) für alle t ∈ I erfüllt. Sei ∇ ein linearer Zusammenhang auf M .
Für jeden glatten Weg γ : I → M bestimmt ∇ einen eindeutigen Operator
Dt : T (γ) → T (γ) mit den folgenden Eigenschaften:
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(a) Dt ist linear über R
∀ a, b ∈ R ∀V,W ∈ T (γ) : Dt(aV + bW ) = aDtV + bDtW .

(b) Dt erfüllt die folgende Produktregel,
∀ f ∈ C∞(M) ∀V ∈ T (γ) : Dt(fV ) = ḟV + fDtV .

(c) Sei V ∈ T (γ) fortsetzbar, dann gilt für jede Fortsetzung Ṽ von V
DtV (t) = ∇γ̇(t)Ṽ .

Für jedes V ∈ T (γ) heißt DtV kovariante Ableitung von V entlang γ.

2.1.9 Geodätische

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem linearen Zusammenhang ∇,
und sei γ : I → M ein glatter Weg. Der Weg γ heißt Geodätische bezüglich
∇, falls gilt

Dtγ̇ ≡ 0.

Diese Gleichung wollen wir in lokalen Koordinaten ausdrücken. Sei t0 ∈ I und
(U,ϕ) sei eine Karte von M um γ(t0) mit ϕ = (x1, . . . , xm). In Komponenten
hat γ die Form γ(t) = (x1(t), . . . , xm(t)). Damit erhalten wir als äquivalente
Formulierung die sogenannte Geodätischengleichung

ẍk(t) + ẋi(t)ẋj(t)Γk
ij(x(t)) = 0

für die Komponentenfunktionen von γ. Hierbei haben wir die Einsteinsche
Summenkonvention benutzt, die wir im folgenden ohne weiteren Kommentar
gebrauchen werden. Man kann nun den Satz von Picard-Lindelöf benutzen,
um folgendes zu beweisen:

Satz 2.5 (Existenz und Eindeutigkeit von Geodätischen) Sei M eine
glatte Mannigfaltigkeit mit einem linearen Zusammenhang ∇. Für jedes p ∈
M , jedes V ∈ TpM und jedes t0 ∈ R existiert ein offenes Intervall I ⊆ R
mit t0 ∈ I und eine Geodätische γ : I → M mit γ(t0) = p, γ̇(t0) = V . Je
zwei solche Geodätische stimmen auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich
überein. Insbeondere existiert eine eindeutig bestimmte maximale Geodätische
(d.h. eine maximale Lösung).

Beweis: Siehe [10], Theorem 4.10.
�

Im folgenden setzen wir t0 = 0 und bezeichnen mit γV für V ∈ TpM die
eindeutig bestimmte maximale Geodätische mit γ(0) = p und γ̇(0) = V .
Manchmal nennen wir γV einfach die Geodätische.
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2.1.10 Der Riemannsche Zusammenhang

Sei (M, g) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein linearer Zusammen-
hang ∇ heißt Riemannscher Zusammenhang, falls er mit dem Skalarprodukt
verträglich ist und symmetrisch ist. Wir fügen daher noch zwei weitere Punk-
te zu den oben beschriebenen Eigenschaften eines linearen Zusammenhangs
hinzu.

(d) ∇ ist mit dem Skalarprodukt verträglich,
∀X, Y, Z ∈ T (M) : ∇X(Y |Z)g = (∇XY |Z)g + (Y |∇XZ)g.

(e) ∇ ist symmetrisch,
∀X, Y ∈ T (M) : ∇XY −∇YX ≡ [X,Y ].

Hierbei gilt ∇X(Y |Z)g := X((Y |Z)g) und [X, Y ] steht für die Lie-Klammer
von X und Y .

Satz 2.6 (Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie)
Sei (M,g) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein ein-
deutig bestimmter Riemannscher Zusammenhang ∇ auf M , manchmal auch
Levi-Civita-Zusammenhang genannt.

Beweis: Siehe [10], Theorem 5.4.
�

Im folgenden wollen wir unter einem linearen Zusammenhang auf einer glat-
ten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) stets einen Riemannschen Zusam-
menhang verstehen. Auch Geodätische auf M sind dabei stets im Bezug auf
den Riemannschen Zusammenhang zu verstehen.
Es sei I := [a, b] eine kompaktes, perfektes Intervall und ε > 0. Wir nennen
einen Weg η : I →M regulär in (M, g), falls η glatt ist und η̇(t) 6= 0 für alle
t ∈ I gilt. Der stetige Weg η ∈ C(I,M) heißt stückweise regulär in (M, g),
wenn es eine Zerlegung Z = (α0, . . . , αn) von I gibt, so dass η

∣∣[αj−1, αj] ein
regulärer Weg ist für j = 1, . . . , n. Analog zu Abschnitt 2.1.6 erklären wir
stückweise reguläre Kurven als Äquivalenzklassen dieser Wege. Wir wollen
festhalten, dass stückweise reguläre Kurven immer nach der Bogenlänge pa-
rametrisiert werden können. Sei η : I → M ein stückweise regulärer Weg.
Eine Funktion γ ∈ C((−ε, ε)× I,M) heißt Variation von η, wenn gilt:

• Es existiert eine Zerlegung Z = (α0, . . . , αn) von I, so dass γ
∣∣(−ε, ε)×

[αj−1, αj] glatt ist für j = 1, . . . , n.

• γs := γ(s, ·) ist ein stückweise regulärer Weg für alle s ∈ (−ε, ε).
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• γ0(t) = η(t) für alle t ∈ I.

Zur Abkürzung setzen wir Γs := [γs] sowie V (t) := ∂sγ(0, t) und erhalten
folgendes Lemma.

Lemma 2.7 (Erste Variationsformel) Sei Ψ eine stückweise reguläre Kur-
ve und η : I →M eine Parametrisierung von Ψ nach der Bogenlänge. Ferner
sei γ : (−ε, ε)× I →M eine Variation von η. Dann gilt,

d

ds

∣∣∣
s=0

L(Γs) =
(
V (b)

∣∣η̇(b))
g
−

(
V (a)

∣∣η̇(a))
g
−

∫ b

a

(
V

∣∣Dtη̇
)

g
dt−

n−1∑
i=1

(
V (αi)

∣∣4iη̇
)

g
.

wobei 4i η̇ = η̇(α+
i )− η̇(α−i ) der “Sprung” von η̇ an der Stelle αi ist.

Beweis: Siehe [10], Proposition 6.5.
�

2.1.11 Exponential-Abbildung

Sei (M, g) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir setzen E := {V ∈
TM ; dom(γV ) ⊇ [0, 1]} und definieren die Exponential-Abbildung

exp : E →M , V 7→ γV (1).

Für jedes p ∈ M bezeichnen wir mit expp die Einschränkung von exp auf
Ep := E ∩ TpM .

Lemma 2.8 (Eigenschaften der Exponential-Abbildung)

(a) E ist eine offene Teilmenge von TM mit M0 := {(p, 0); p ∈ M} ⊆ E
und jedes Ep ist sternförmig (bzgl. 0).

(b) Für jedes (p, V ) ∈ TM ist die Geodätische γV gegeben durch

γV (t) = exp(tV ) , t ∈ dom(γV ).

(c) Die Exponential-Abbildung ist glatt.

Beweis: Siehe [10], Proposition 5.7.
�
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Lemma 2.9 (Normal-Umgebungs-Lemma) Für jedes p ∈ M existiert
eine offene Umgebung V um (p, 0) in TpM sowie eine offene Umgebung U
von p in M, so dass gilt

expp ∈ Diff(V, U).

Beweis: Siehe [10], Lemma 5.10.

�

Eine offene Umgebung U von p in M , die das diffeomorphe Bild einer stern-
förmigen (bzgl. 0 ∈ TpM) offenen Umgebung V von 0 ∈ TpM unter expp

ist, nennt man Normal-Umgebung von p. Sei ε > 0, so dass expp ein Diffeo-
morphismus von εBd| |g(p)

⊆ TpM auf sein Bild ist, so nennt man B(p, ε) :=

expp[εBd| |g(p)
] einen geodätischen Ball in M um p. Hierbei steht Bd| |g(p)

für

den Einheitsball in TpM . Die geodätischen Bälle werden sich im folgenden
als sehr nützlich erweisen. Sei U eine Normal-Umgebung von p und q ∈ U .
Dann gibt es eine Geodätische von p nach q, die ganz in U verläuft. Solche
Geodätische nennt man radiale Geodätische. Sei {E1, ..., Em} ONB von TpM
(bzgl. g). Dann ist E : Rm → TpM , x = (x1, ..., xm) 7→

∑m
i=1 x

iEi ein Iso-
morphismus. Daher ist ϕ := E−1 ◦ exp−1

p : U → Rm ein Diffeomorphismus
auf sein Bild. (x1, . . . , xm) = ϕ heißen Normalkoordinaten um p und wir nen-
nen (U,ϕ) bzw.

(
U, (x1, ..., xm)

)
eine Normal-Karte für M um p. Schließlich

definieren wir die radiale Abstandsfunktion r durch

r(·) := |ϕ(·)| =
( m∑

i=1

(xi(·))2
)1/2

,

und das radiale Einheitsvektorfeld ∂/∂r durch

∂

∂r
:=

xi

r

∂

∂xi
.

Bemerkung 2.10 Sei p ∈M und U eine Normalumgebung von p.

(a) An jedem Punkt q ∈ U \ {p} ist ∂/∂r der Geschwindigkeitsvektor der,
nach der Bogenlänge parametrisierten, Geodätischen von p nach q und
hat daher Länge 1 (bzgl. g).

(b) In jedem geodätischen Ball B(p,R) stimmt die radiale Abstandsfunktion
r(·) mit dem Riemannschen Abstand dg(p, ·) zu p überein.
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Beweis:

(a) Dies folgt direkt aus der Definition einer Normalumgebung.

(b) Dies ist eine Konsequenz aus dem Gauss-Lemma ([10], Theorem 6.8 -
Corollary 6.11).

�

Sei U eine Normalumgebung von p. Für q ∈ U gibt es eine Geodätische, die
durch p und q läuft. Dagegen ist es für zwei Punkte q1, q2 ∈ U i.A. nicht
klar, ob es eine Geodätische von q1 nach q2 gibt, geschweige denn, ob die
Geodätische ganz in U liegt. Die erste Frage, ob es eine Umgebung U von
p gibt, so dass je zwei Punkte q1, q2 ∈ U durch eine Geodätische verbunden
werden können, ist leichter zu beantworten. Wir nennen eine Teilmenge W ⊆
M uniform-normal, falls

∃ δ > 0∀ p ∈ W : W ⊆ B(p, δ).

Lemma 2.11 (Uniform-Normal-Umgebungs-Lemma) Sei p ∈ M und
U eine Umgebung von p. Dann existiert eine uniform-normale Umgebung W
von p mit W ⊆ U .

Beweis: Siehe [10], Lemma 5.12.
�

Der zweite Teil ist nicht so einfach zu beantworten. Dies führt zum Begriff der
geodätischen Konvexität. Eine Teilmenge U ⊆ M heißt geodätisch konvex,
wenn je zwei Punkte p, q ∈ U durch eine eindeutige, minimierende Geodäti-
sche in M , die ganz in U verläuft, verbunden werden können. Eine stückweise
glatte Kurve Γ heißt minimierend, wenn für jede stückweise glatte Kurve Γ̃
mit AΓ̃ = AΓ und EΓ̃ = EΓ folgt L(Γ) ≤ L(Γ̃). Der nächste Satz zeigt, dass
die geodätisch konvexen Mengen sogar eine Umgebungsbasis bilden.

Satz 2.12 (Whitehead) Sei p ∈ M und U eine Umgebung von p. Dann
existiert ein geodätischer Ball B(p, ε) mit B(p, ε) ⊆ U und B(p, ε) ist geodä-
tisch konvex.

Beweis: Siehe [3], Theorem 10.5.4.
�
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Lemma 2.13 Sei g eine Riemannsche Metrik auf einer offenen Teilmenge
U ⊆ Rm und η bezeichne die euklidische Metrik. Für jede kompakte Teilmenge
K ⊆ U existieren c, C > 0, so dass für alle x ∈ K und alle V ∈ TxRm gilt,

c|V |η ≤ |V |g ≤ C|V |η.

Beweis: Wir setzen

L := {(x, V ) ∈ TRm;x ∈ K, |V |η = 1}.

Wir können TRm mit Rm×Rm und daher auch L mit K×Sm−1 identifizieren.
Somit ist L kompakt. Weil die Norm | |g stetig und strikt positiv auf L ist,
existieren c, C > 0 mit c ≤ |V |g ≤ C für (x, V ) ∈ L. Sei nun x ∈ K, V ∈
TxRm mit V 6= 0 sowie λ := |V |η. Dann haben wir (x, λ−1V ) ∈ L und

|V |g = λ|λ−1V |g ≤ λC = C|V |η.

Analog folgt |V |g ≥ c|V |η. Für V = 0 ist die Aussage trivialerweise richtig.
�

Korollar 2.14 Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. τ bezeichne
die Topologie auf M und σ die auf TM. Für O ∈ τ und δ > 0 setzen wir
Oδ := {(p, V ) ∈ TM ; p ∈ O, |V |g < δ}. Dann folgt, Oδ ∈ τ und

∀ p ∈M ∀U ∈ Uσ

(
(p, 0)

)
∃O ∈ τ ∃ δ > 0 : p ∈ Oδ ⊆ U.

Beweis: Für O ∈ τ und δ > 0 sieht man leicht durch Übergang zu lokalen
Koordinaten, dass Oδ offen ist in τ .
Sei nun p ∈ M, U ∈ Uσ

(
(p, 0)

)
. Es existiert ein ε > 0, so dass mit Normal-

Koordinaten ϕ = (x1, . . . , xm) gilt,

X := {(q, V ) ∈ TM ; q ∈ B(p, 2ε), |V |η < 2ε} ⊆ U.

Aus dem vorherigen Lemma folgt, dass es c, C > 0 gibt mit

c|V |η ≤ |V |g ≤ C|V |η , V ∈ TqM, q ∈ B(q, ε).

Sei O := B(p, ε), δ := cε. Dann haben wir für (x, V ) ∈ Oδ,

|V |η ≤ c−1|V |g < ε.

Also Oδ ⊆ X ⊆ U .
�
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2.1.12 Riemannsche Untermannigfaltigkeiten und zwei-
te Fundamentalform

Sei (M̃, g̃) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension m̃ undM
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit der Dimension m < m̃, d.h. ι : M →
M̃ ist eine topologische Einbettung (ein Homöomorphismus auf sein Bild)
und ι ist eine Immersion. Durch g := ι∗g̃ wird eine Riemannsche Metrik auf
M definiert. In diesem Fall heißt (M, g) Riemannsche Untermannigfaltigkeit.
Wir setzen

TM̃ |M :=
∐
p∈M

TpM̃.

Dies ist ein glattes Vektorbündel über M . An jedem Punkt p ∈M lässt sich
TpM̃ in eine orthogonale direkte Summe (bzgl. g̃) zerlegen, d.h.
TpM̃ = TpM ⊕NpM , wobei NpM := (TpM)⊥.

NM :=
∐
p∈M

NpM

heißt Normalbündel von M . NM ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
von TM̃ . Für jedes p ∈ M existiert ein glatter, angepasster, orthonormaler
Rahmen, d.h. es existiert eine offene Umgebung Ũ von p in M̃ und ein glatter
orthonormaler Rahmen (E1, . . . , Em̃) für TM̃ auf Ũ , so dass (E1, . . . , Em)
ein glatter orthonormaler Rahmen für TM und (Em+1, . . . , Em̃) ein glatter
orthonormaler Rahmen für NM auf Ũ ∩M ist. Siehe [11], Lemma 10.17 und
Proposition 11.24. (Der Beweis benutzt im Wesentlichen das Gram-Schmidt-
Verfahren.)
Indem man in jedem Punkt p ∈ M, TpM̃ auf TpM bzw. NpM projeziert
erhält man zwei Abbildungen, die Tangential- bzw. Normalprojektion,

π> : TM̃ |M → TM,

π⊥ : TM̃ |M → NM.

In Bezug auf einen angepassten orthonormalen Rahmen, sind dies die ge-
wöhnlichen Projektionen auf span(E1, . . . , Em) bzw. span(Em+1, . . . , Em̃),
daher bilden beide Projektionen glatte Schnitte auf glatte Schnitte ab. Mit
T (M̃ |M) bzw. N (M) bezeichnen wir den Raum der glatten Schnitte von
TM̃ |M bzw. NM . Für X ∈ T (M̃ |M) schreiben wir manchmal kurz X> :=
π>(X) bzw. X⊥ := π⊥(X) für die Tangential bzw. Normalprojektion.
Da glatte Vektorfelder auf M zu glatten Vektorfeldern auf M̃ erweitert wer-
den können, ist es sinnvoll den Riemannschen Zusammenhang ∇ auf M mit
dem Riemannschen Zusammenhang ∇̃ auf M̃ zu vergleichen.
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Seien X, Y ∈ T (M). Bezeichne X̃, Ỹ ∈ T (M̃) Erweiterungen von X bzw. Y .
Wir können ∇̃X̃ Ỹ an jedem Punkt p ∈M zerlegen:

∇̃X̃ Ỹ = (∇̃X̃ Ỹ )> + (∇̃X̃ Ỹ )⊥.

Es stellt sich heraus, dass ∇̃X̃ Ỹ (p) für p ∈ M unabhängig von den Erweite-
rungen X̃ und Ỹ ist. Deswegen schreiben wir ∇̃XY statt ∇̃X̃ Ỹ . Die Abbildung

II : T (M)× T (M) → N (M) , (X, Y ) 7→ (∇̃XY )⊥

heißt zweite Fundamentalform (der Begriff erste Fundamentalform wird manch-
mal für die Riemannsche Metrik g auf M benutzt).

Lemma 2.15 Die zweite Fundamentalform ist

(a) unabhängig von den Erweiterungen von X und Y

(b) bilinear über C∞(M)

(c) symmetrisch in X und Y.

Beweis: Siehe [10], Lemma 8.1.
�

Die Gaußformel erklärt schließlich den Tangentialteil in der Zerlegung von
∇̃XY .

Satz 2.16 (Gauß-Formel) Seien X, Y ∈ T (M) beliebig fortgesetzt zu Vek-
torfeldern auf M̃ . Dann gilt entlang M die folgende Formel,

∇̃XY = ∇XY + II(X, Y ).

Beweis: Siehe [10], Theorem 8.2.
�

2.1.13 Die mittlere Krümmung von Hyperflächen

Sei für den Rest dieses Abschnitts (M̃, g̃) eine glatte orientierbare Riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension m + 1. Außerdem sei (M, g) eine ori-
entierbare Hyperfläche, d.h. (M, g) ist eine eingebette, orientierbare Rie-
mannsche Untermannigfaltig der Dimension m und es gilt g = ι∗g̃, wobei
ι : M → M̃ die Einbettung bezeichnet. Ein Einheitsnormalenfeld ν auf M
ist ein glatter, globaler Rahmen für NM mit |ν|g̃ = 1.
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Lemma 2.17 Unter obigen Voraussetzungen existiert ein Einheitsnormalen-
feld auf M.

Beweis: Sei p ∈ TpM, (v1, . . . , vm) eine positive Basis von TpM . Dann exis-
tiert genau ein ν(p) ∈ NpM mit |ν(p)|g̃ = 1, derart dass (v1, . . . , vm, ν(p))
eine positive Basis von TpM̃ ist. Wir setzen

ν : M → NM , p 7→ (p, ν(p)).

Die Abbildung ist wohldefiniert, d.h. unabhängig von der Wahl der positiven
Basis:
Sei (w1, . . . , wm) eine weitere positive Basis von TpM , sowie µ(p) ∈ NpM
mit |µ(p)|g̃ = 1, so dass (w1, . . . , wm, µ(p)) eine positive Basis von TpM̃
ist. Wegen dim(NpM) = 1 folgt µ(p) = ±ν(p). Bezeichne A ∈ Rm×m die
Übergangsmatrix von (w1, ..., wm) nach (v1, . . . , vm). Die Übergangsmatrix
B ∈ R(m+1)×(m+1) von (w1, . . . , wm, µ(p)) nach (v1, . . . , vm, ν(p)) ist dann
durch

B =

(
A 0
0 ±1

)
gegeben. Daher haben wir detB > 0 ⇔ µ(p) = ν(p).
Es bleibt noch zu zeigen, dass ν glatt ist. Sei (E1, ..., Em+1) ein glatter, ange-
passter, orthonormaler Rahmen, der auf einer offenen, zusammenhängenden
Umgebung Ũ von p in M̃ definiert ist. Sei außerdem U ⊆ Ũ ∩ M̃ eine offene,
zusammenhängende Umgebung von p in M . Indem wir gegebenenfalls E1

durch −E1 ersetzen, können wir annehmen, dass (E1, . . . , Em) positiv orien-
tiert ist auf U . Für ein δ ∈ {−1, 1} ist (E1, . . . , Em, δEm+1) positiv orientiert
auf Ũ . Daher haben wir

ν(p) = δEm+1|p , für p ∈ U .

�

Die Unterscheidung zwischen ν und ν sollte nur die Lesbarkeit des Beweises
erhöhen. Wir wollen im folgenden keine Unterscheidung mehr vornehmen.
Man sagt, dass man ν mit seinem Haupteil ν identifiziert. Mit der zweiten
Fundamentalform und dem glatten Einheitsnormalenfeld ν kann man durch

h(X,Y ) := (II(X,Y )|ν)g̃ , für X, Y ∈ T (M)

ein glattes 2-Tensorfeld, d.h h ∈ T 2
0 (M), definieren. Bezeichne Ω1(M) den

Raum der glatten Pfaffschen-Formen auf M . Dann setzen wir

h](ω, Y ) := h(ω], Y ) für ω ∈ Ω1(M), Y ∈ T (M).
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Dann gilt h] ∈ T 1
1 (M). “]” steht für Erhöhen des Index. Grob gesprochen

bedeutet dies, dass in jedem Punkt p ∈ M, ω(p) ∈ T ∗pM durch das Inverse
des Rieszschen-Isomorphismus Φp in ein Element von TpM abgebildet wird.
Also : ω](p) = Φ−1

p (ω(p)). Analog definiert man das Erniedrigen“[”. Für jedes
p ∈ M kann man T 1

1 (TpM) mit L(TpM) identifizieren (vgl. [2], Bemerkung
XI.2.20(b)). Daher erhalten wir ein Endomorphismenfeld S über M , welches
durch

h](ω, Y ) = 〈ω, SY 〉 , ω ∈ Ω1(M), Y ∈ T (M)

charakterisiert wird. S heißt Form-Operator. Für X, Y ∈ T (M) gilt:

(II(X, Y )|ν)g̃ = h(X,Y ) = h](X[, Y ) = 〈X[, SY 〉 = (X|SY )g.

Die Symmetrie von II bewirkt, dass S|p ein selbstadjungierter Endomor-
phismus auf TpM ist. Daher finden wir eine ONB {e1, . . . , em} von TpM
bestehend aus Eigenvektoren von S|p und entsprechende reelle Eigenwer-
te σ(S|p) = {κ1, . . . , κm}, so dass S|p in dieser Basis als Diagonalmatrix
diag (κ1, . . . , κm) dargestellt wird. In dieser Situation nennt man κj die j-te
Hauptkrümmung in die j-te Hauptrichtung ej. Schließlich definieren wir die
mittlere Krümmung H im Punkt p ∈M durch

H(p) := − 1

m
spur(S|p) = − 1

m

m∑
k=1

κk.

Manchmal schreibt man auch HM oder H(M,ν) statt H, um zu betonen, dass
sich die mittlere Krümmung auf M bezieht und ihr Vorzeichen von der Ori-
entierung von ν abhängt. Ist M kompakt, so heißt

H := HM :=

∫
M
Hdo∫

M
do

gemittelte mittlere Krümmung von M .

2.2 Topologische Hilfsmittel

2.2.1 Initialtopologie

Wir wollen später bestimmte Funktionenräume auf Separabilität untersu-
chen, deren Topologie eine Initialtopologie ist. Daher gehen wir kurz auf den
Begriff der Initialtopologie ein und beweisen einen Hilfssatz, den wir später
benutzen wollen.
Sei (X, τ) ein topologischer Raum und β ⊆ τ .

β Basis von τ :⇔ ∀x ∈ X ∀U ∈ Uτ (x)∃B ∈ β : x ∈ B ⊆ U
β Subbasis von τ :⇔ {

⋂
β∗; β∗ ∈ Peβ} Basis von τ.
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Hierbei steht Peβ für die Menge der endlichen Teilmengen von β.
Ist ((Xi, τi); i ∈ I) 6= ∅ eine Familie topologischer Räume, ∅ 6= X eine Menge
und (fi; i ∈ I) eine Familie von Funktionen mit fi : X → Xi für jedes i ∈ I,
so heißt die Topologie τ mit Subbasis

{f−1
i [Oi];Oi ∈ τi, i ∈ I}

Initialtopologie der Familie ((Xi, τi), fi)i∈I . Entsprechend heißt (X, τ) Initial-
raum dieser Familie. Die Initialtopologie ist die mengenmäßig kleinste Topo-
logie τ ′ auf X, bezüglich der alle fi stetig sind. Beispiel für Initialtopologien
sind die Produkttopologien (für X =

∏
i∈I Xi, fi = πi ist die Initialtopologie

gerade die Produkttopologie).

Lemma 2.18 Sei (X, τ) Initialraum der Familie ((Xi, τi); i ∈ I) und für
jedes i ∈ I sei βi eine Basis von τi. Dann ist {f−1

i [Oi];Oi ∈ βi, i ∈ I} eine
Subbasis von τ .

Beweis: Sei x ∈ X, U ∈ Uτ (x).

∃ I∗ ∈ PeI ∀ i ∈ I∗ ∃Oi,1, . . . , Oi,ni
∈ τi : x ∈

⋂
i∈I∗

ni⋂
j=1

f−1
i [Oi,j] ⊆ U.

Für i ∈ I∗ setzen wir Oi :=
⋂ni

j=1Oi,j ∈ τi.

⇒
⋂
i∈I∗

ni⋂
j=1

f−1
i [Oi,j] =

⋂
i∈I∗

f−1
i [Oi].

∀ i ∈ I∗ ∃Bi ∈ βi : fi(x) ∈ Bi ⊆ Oi.

⇒ x ∈
⋂
i∈I∗

f−1
i [Bi] ⊆ U ⇒ Beh.

�

2.2.2 Lebesguescher Überdeckungssatz

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Für S ⊆ X bezeichne

diam(S) := sup
x,y∈S

d(x, y)
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den Durchmesser von S. Sei O ⊆ τd eine Überdeckung von X. Man nennt
a ∈ (0,∞) eine Lebesgue-Zahl von O, falls gilt,

∀S ⊆ X : diam(S) < a⇒ ∃O ∈ O : S ⊆ O.

Der Lebuesguesche Überdeckungssatz besagt, dass in einem kompakten me-
trischen Raum jede Überdeckung O ⊆ τd von X eine Lebesgue-Zahl hat.
(Siehe [8], Satz 4.1-2.)

2.2.3 Stetige Einbettungen

Es seien (X, τ) und (Y, σ) topologische Räume, und X sei eine Teilmenge von
Y . Bezeichnet j : X → Y , x 7→ x die Inklusion vonX in Y , so sagen wir,X sei
stetig in Y eingebettet, wenn j stetig ist. In diesem Fall schreiben wirX ↪→ Y .
Ist außerdem X eine dichte Teilmenge von Y , so bringen wir dies durch
X ↪→d Y zum Ausdruck. Sind (X, τ) und (Y, σ) topologische Vektorräume, so
soll X ↪→ Y immer zusätzlich bedeuten, dass X ein Untervektorraum von Y
(und nicht “irgendwie” in Y enthalten) ist.

Lemma 2.19 Seien (V, τ), (W,σ) Fréchet-Räume und (X, %) sei ein T2-topo-
logischer Vektorraum. Ferner gelte V ↪→ X, W ↪→ X und V ⊆ W .
Dann gilt, V ↪→ W .

Beweis: Mit j : V → W , x 7→ x, sei (x, y) ∈ graph(j)
τ���σ

sowie

(xn, j(xn)) ∈ graph(j)N : (xn, j(xn)) →τ���σ (x, y).

⇒ xn →τ x ∧ xn = j(xn) →σ y
⇒ xn →% x ∧ xn = j(xn) →% y
⇒ j(x) = x = y
⇒ (x, y) ∈ graph(j).
Die Behauptung folgt nun aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen. (Sie-
he [8], Korollar 6.2-1.3.)

�



Kapitel 3

Kleine Hölderräume

In diesem Kapitel geht es darum, kleine Hölderräume auf dem Rm und auf
kompakten, zusammenhängenden, glatten Riemannschen Mannigfaltigkeiten
(M, g) zu definieren. Deswegen wollen wir uns zunächst allgemein mit Hölder-
stetigen Funktionen beschäftigen.

3.1 Hölder-Stetigkeit

Seien (X, dX), (Y, dY ) metrische Räume, α ∈ (0, 1). Wir definieren für f ∈
Y X und U ⊆ X mit |U | > 1

[f ]α,U := sup
x,y∈U,x 6=y

dY (f(x), f(y))

[dX(x, y)]α

und

[f ]1−,U := sup
x,y∈U,x 6=y

dY (f(x), f(y))

dX(x, y)
.

Außerdem setzen wir [f ]α := [f ]α,X bzw. [f ]1− := [f ]1−,X und der Vollstän-
digkeit halber [f ]α,{x} := 0 bzw. [f ]1−,{x} := 0 für x ∈ X. Wir bezeichnen
mit

Cα(X, Y ) := {f ∈ Y X ; ∀x ∈ X ∃U ∈ UτdX
(x) : [f ]α,U <∞}

die Menge der lokal-α-Hölder-stetigen Funktionen von X nach Y . Unter

C1−(X, Y ) := {f ∈ Y X ; ∀x ∈ X ∃U ∈ UτdX
(x) : [f ]1−,U <∞}

verstehen wir die Menge der lokal-Lipschitz-stetigen Funktionen von X nach
Y . Schließlich stehen

BUCα(X, Y ) := {f ∈ B(X, Y ); [f ]α <∞}

24
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und

BUC1−(X, Y ) := {f ∈ B(X, Y ); [f ]1− <∞}

für die Menge der beschränkten und gleichmäßig α-Hölder-stetigen bzw.
Lipschitz-stetigen Funktionen von X nach Y . In Vorbereitung auf die kleinen
Hölderräume wollen wir folgende Teilmengen definieren.

cα(X, Y ) := {f ∈ Cα(X, Y ); ∀x ∈ X : lim
δ→0

[f ]α,B(x,δ) = 0}

und

bucα(X, Y ) := {f ∈ BUCα(X, Y ); lim
δ→0

sup
x,y∈X, 0<dX(x,y)<δ

dY (f(x), f(y))

[dX(x, y)]α
= 0}.

Offensichtlich gilt bucα(X, Y ) ⊆ cα(X, Y ). Wir werden im Folgenden sehen,
dass die Inklusion im Allgemeinen echt ist, d.h. bucα(X, Y ) ( cα(X, Y ). Aber
für den Fall, dass (X, τd) kompakt ist, Gleichheit gilt, d.h. bucα(X, Y ) =
cα(X, Y ).

Lemma 3.1 (Elementare Eigenschaften I) Es seien (X, dX), (Y, dY ),
(Z, dZ) metrische Räume und α ∈ (0, 1).

(a) ∀ f ∈ Cα(X, Y )∀U ⊆ X : [f ]α,U = 0 ⇔ f |U = const.

(b) Cα(X, Y ) ⊆ C(X, Y ).

(c) BUCα(X, Y ) ⊆ BUC(X, Y ).

(d) Sei β ∈ (0, 1) mit β < α. Dann gilt:
C1−(X,Y ) ⊆ Cα(X, Y ) ⊆ cβ(X, Y ).

(e) Sei β ∈ (0, 1) mit β < α. Dann gilt :
BUC1−(X, Y ) ⊆ BUCα(X, Y ) ⊆ bucβ(X,Y ).

(f) Sei f ∈ C1−(X, Y ), g ∈ Cα(Y, Z) ⇒ g ◦ f ∈ Cα(X,Z).

(g) Sei f ∈ C1−(X, Y ), g ∈ cα(Y, Z) ⇒ g ◦ f ∈ cα(X,Z).

Beweis:

(a) “⇐” Dies ist klar.
“⇒”

[f ]α,U = 0 ⇒ ∀x, y ∈ U : dY (f(x), f(y)) = 0 ⇒ ∀x, y ∈ U : f(x) = f(y).
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(b) Sei f ∈ Cα(X, Y ) , x0 ∈ X , ε > 0. Es existiert U ∈ UτdX
(x0) : [f ]α,U <

∞. Für [f ]α,U = 0 folgt f
∣∣
U

= 0 und somit die Stetigkeit von f in x0.

Für [f ]α,U 6= 0 sei 0 < δ < ε1/α[f ]
−1/α
α,U mit B(x0, δ/2) ⊆ U .

dY (f(x), f(y)) ≤ [f ]α,U [dX(x, y)]α < [f ]α,Uδ
α < ε , x, y ∈ B(x0, δ/2).

⇒ Beh.

(c) analog zu (b).

(d) Sei f ∈ C1−(X, Y ) , x0 ∈ X und U ∈ UτdX
(x0) : [f ]1−,U < ∞. Ferner

sei 0 < δ < 1 mit B(x0, δ/2) ⊆ U .

dY (f(x),f(y))
[dX(x,y)]α

≤ dY (f(x),f(y))
dX(x,y)

≤ [f ]1−,U , x, y ∈ B(x0, δ/2) mit x 6= y

⇒ f ∈ Cα(X, Y ).
Sei nun f ∈ Cα(X, Y ) , x0 ∈ X und U ∈ UτdX

(x0) : [f ]α,U <∞. Ferner
sei δ > 0 mit B(x0, δ) ⊆ U . Dann gilt für x, y ∈ B(x0, δ),

dY (f(x),f(y))
[dX(x,y)]β

= 1
[dX(x,y)]β−α

dY (f(x),f(y))
[dX(x,y)]α

≤ [f ]α,U [dX(x, y)]α−β ≤ 2[f ]α,Uδ
α−β.

Hieraus folgt,

lim
δ→0

[f ]β,B(x0,δ) = 0,

und daher f ∈ cβ(X, Y ).

(e) Sei f ∈ BUC1−(X, Y ) und x, y ∈ X.

dY (f(x), f(y))

[dX(x, y)]α
≤

{
dY (f(x),f(y))

dX(x,y)
falls dX(x, y) ≤ 1

sup{dY (f(x), f(y));x, y ∈ X} falls dX(x, y) > 1

⇒ [f ]α ≤ [f ]1− + sup{dY (f(x), f(y));x, y ∈ X} <∞.

Hiermit haben wir f ∈ BUCα(X, Y ) gezeigt.
Sei nun f ∈ BUCα(X,Y ). Es folgt analog f ∈ BUCβ(X, Y ) und die-
selbe Argumentation wie in (d) zeigt,

lim
δ→0

sup
x,y∈X, 0<dX(x,y)<δ

dY (f(x), f(y))

[dX(x, y)]β
≤ lim

δ→0
[f ]α δ

α−β = 0,

und daher f ∈ bucβ(X, Y ).
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(f) Seien x0 ∈ X, U ∈ UτdX
(x0) : [f ]1−,U < ∞ und V ∈ UτdY

(f(x0)) :

[g]α,V < ∞. Wir setzen Ũ := U ∩ f−1[V ] ∈ UτdX
(x0). Dann gilt für

x, y ∈ Ũ ,

dZ

(
g(f(x)), g(f(y))

)
≤ [g]α,V [dY

(
f(x), f(y)

)
]α ≤ [g]α,V [f ]α1−,U [dX(x, y)]α.

⇒ Beh.

(g) Seien x0 ∈ X, U ∈ UτdX
(x0) : [f ]1−,U <∞, ε > 0 und y0 := f(x0). Es

existiert ein δ̃ > 0 mit [g]α,B(y0,δ̃) < ε[f ]−α
1−,U . Dann folgt wie in (f),

[g ◦ f ]α,B(x0,δ) ≤ [g]α,B(y0,δ̃)[f ]α1−,U < ε

für alle δ > 0 mit B(x0, δ) ⊆ U ∩ f−1[B(y0, δ̃)].
⇒ Beh.

�

Bemerkung 3.2 Im Allgemeinen gilt bucα(X, Y ) ( cα(X, Y ).

Beweis: Wir geben zwei Gegenbeispiele.

(i) Sei (X, d) ein nichtbeschränkter metrischer Raum und A ⊆ X be-
schränkt. Die Abstandsfunktion d(·, A) zu A ist Lipschitz-stetig
d |d(x,A)−d(y, A)| ≤ d(x, y) für alle x, y ∈ X. c, also auch gleichmäßig
stetig aber nicht beschränkt.
d Angenommen d(·, A) ist beschränkt, etwa d(·, A) < c. Seien x, y ∈ X
und z, z′ ∈ A.

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, z′) + d(z′, y) ≤ d(x, z) + d(z′, y) + diam(A).

Da dies für alle z, z′ ∈ A richtig ist, gilt auch,

d(x, y) ≤ d(x,A) + d(y, A) + diam(A) < 2c+ diam(A).

⇒ diam(X) ≤ 2c+ diam(A).

Dies ist ein Widerspruch ! c
Mit Lemma 3.1(d) erhalten wir daher d(·, A) ∈ cα(X) \ bucα(X).
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(ii) Wir betrachten nun die Funktion

f : (0, 1] → R , x 7→ sin
1

x
.

Die Funktionen (x 7→ sin x) und (x 7→ 1
x
) sind stetig differenzierbar auf

(0, 1]. Aus dem Mittelwertsatz folgt daher, dass sie lokal Lipschitz-stetig
sind (siehe [1], Bemerkung VII.8.12(b)). Offenbar ist f beschränkt aber
nicht gleichmäßig stetig. Daher folgt mit Lemma 3.1(c), (d) und (g),
f ∈ cα(X) \ bucα(X).

�

Lemma 3.3 Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume, f ∈ B(X, Y ) so-
wie α ∈ (0, 1).

f ∈ BUCα(X, Y ) ⇔ ∃ c > 0∃ δ > 0∀x, y ∈ X : dX(x, y) < δ
⇒ dY

(
f(x), f(y)

)
≤ c[dX(x, y)]α

Beweis: “⇒” Dies ist klar.
“⇐” Seien x, y ∈ X mit x 6= y.

dY

(
f(x), f(y)

)
[dX(x, y)]α

≤
{
c falls dX(x, y) < δ
dY (f(x),f(y))

δα falls dX(x, y) ≥ δ

⇒ [f ]α ≤ c+ 1
δα sup{dY

(
f(x), f(y)

)
; x, y ∈ X} <∞.

�

Satz 3.4 Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume, (X, τd) kompakt sowie
α ∈ (0, 1). Dann gilt : Cα(X, Y ) = BUCα(X, Y ). D.h. lokal α-Hölder-stetige
Funktionen auf einem Kompaktum sind gleichmäßig α-Hölder-stetig.

Beweis: Sei f ∈ Cα(X, Y ). Angenommen
∀ c > 0∀ δ > 0∃x, y ∈ X : dX(x, y) < δ ⇒ dY

(
f(x), f(y)

)
> c[dX(x, y)]α.

Dann finden wir Folgen (xn)n, (yn)n ∈ XN mit

dX(xn, yn) <
1

n
und dY

(
f(xn), f(yn)

)
> n[dX(xn, yn)]α , n ∈ N×.

Weil X kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (xnk
)k von (xn)n.

Etwa limk→∞ xnk
= x̄. Wegen

dX(x̄, ynk
) ≤ dX(x̄, xnk

) + dX(xnk
, ynk

) ≤ dX(x̄, xnk
) +

1

nk

, k ∈ N×
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konvergiert auch (ynk
)k gegen x̄. Daher folgt :

∀U ∈ UτdX
(x̄)∀N ∈ N ∃K ∈ N :

xnK
, ynK

∈ U ∧ dY

(
f(xnK

), f(ynK
)
)
> N [dX(xnK

, ynK
)]α.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme f ∈ Cα(X, Y )! Aus Lemma 3.3 folgt
nun die Behauptung.

�

Korollar 3.5 Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume, α ∈ (0, 1). Dann
gilt : Cα(X, Y ) ∩ Cc(X, Y ) ⊆ BUCα(X, Y ).

Beweis: Sei f ∈ Cα(X, Y ) ∩ Cc(X, Y ). Wir nehmen an f /∈ BUCα(X, Y ).
Dann finden wir wieder Folgen (xn)n, (yn)n ∈ XN mit

dX(xn, yn) <
1

n
und dY

(
f(xn), f(yn)

)
> n[dX(xn, yn)]α , n ∈ N×.

Aus dY

(
f(xn), f(yn)

)
> n[dX(xn, yn)]α ≥ 0 folgt xn ∈ supp(f) ∨ yn ∈

supp(f). Daher finden wir eine Teilfolge von (xn)n oder (yn)n die ganz in
supp(f) liegt. Der Rest verläuft analog zum Beweis von Satz 3.4.

�

Bemerkung 3.6 Man sieht leicht, dass die Beweise von Satz 3.4 und Korol-
lar 3.5 auch im Fall Lipschitz-stetiger Funktionen richtig bleibt. Insbesonde-
re sind lokal Lipschitz-stetige Funktionen auf einem Kompaktum gleichmäßig
Lipschitz-stetig.

Satz 3.7 Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume, (X, τd) kompakt sowie
α ∈ (0, 1). Dann gilt : cα(X, Y ) = bucα(X, Y ).

Beweis: Sei f ∈ cα(X, Y ). Es ist zu zeigen
∀ ε > 0∃ δ > 0∀x, y ∈ X : dX(x, y) < δ ⇒ dY

(
f(x), f(y)

)
≤ ε[dX(x, y)]α.

Angenommen das Gegenteil sei wahr. D.h.
∃ ε > 0∀ δ > 0∃x, y ∈ X : dX(x, y) < δ ⇒ dY

(
f(x), f(y)

)
> ε[dX(x, y)]α.

Dann finden wir Folgen (xn)n, (yn)n ∈ XN mit

dX(xn, yn) <
1

n
und dY

(
f(xn), f(yn)

)
> ε[dX(xn, yn)]α , n ∈ N×.
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Weil X kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (xnk
)k von (xn)n.

Etwa limk→∞ xnk
= x̄. Wegen

dX(x̄, ynk
) ≤ dX(x̄, xnk

) + dX(xnk
, ynk

) ≤ dX(x̄, xnk
) +

1

nk

, k ∈ N×

konvergiert auch (ynk
)k gegen x̄. Daher folgt :

∀U ∈ UτdX
(x̄)∃K ∈ N : xnK

, ynK
∈ U ∧ dY

(
f(xnK

), f(ynK
)
)
> ε[dX(xnK

, ynK
)]α.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme f ∈ cα(X, Y )!
�

Korollar 3.8 Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume, α ∈ (0, 1). Dann
gilt : cα(X, Y ) ∩ Cc(X, Y ) ⊆ bucα(X,Y ).

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.7 und Korollar 3.5 .
�

Seien nun (X, d) ein metrischer Raum, (E, ‖ ‖) sei ein Banachraum und
α ∈ (0, 1). Dann sind Cα(X,E), BUCα(X,E), cα(X,E) und bucα(X,E) Vek-
torräume. Man nennt Cα(X,E), BUCα(X,E) Hölderräume und cα(X,E),
bucα(X,E) kleine Hölderräume. Wir definieren eine Norm auf BUCα(X,E)
durch

‖ ‖α : BUCα(X,E) → R+, f 7→ ‖f‖∞ + [f ]α,

wobei ‖ ‖∞ die Supremumsnorm bezeichnet.

Lemma 3.9 (BUCα(X,E), ‖ ‖α) ist ein Banachraum.

Beweis:

(i) [ ]α : BUCα(X,E) → R+ ist eine Seminorm.
Seien f, g ∈ BUCα(X,E), λ ∈ R.

[λf ]α = supx,y∈X,x 6=y
‖λf(x)−λf(y)‖

[d(x,y)]α
= supx,y∈X,x 6=y

|λ|‖f(x)−f(y)‖
[d(x,y)]α

= |λ|[f ]α

[f + g]α = supx,y∈X,x 6=y
‖f(x)+g(x)−f(y)−g(y)‖

[d(x,y)]α

≤ supx,y∈X,x 6=y
‖f(x)−f(y)‖

[d(x,y)]α
+ supx,y∈X,x 6=y

‖g(x)−g(y)‖
[d(x,y)]α

= [f ]α + [g]α

(ii) (BUCα(X,E), ‖ ‖α) ist ein normierter Vektorraum.
Wegen 0 = ‖f‖α = ‖f‖∞ + [f ]α ⇔ f = 0 folgt dies aus (i).
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(iii) (BUCα(X,E), ‖ ‖α) ist vollständig.
Sei (fn)n eine Cauchyfolge in (BUCα(X,E), ‖ ‖α). Wegen ‖fn−fm‖∞ ≤
‖fn− fm‖α ist (fn)n eine Cauchyfolge in (BUC(X,E), ‖ ‖∞), also kon-
vergent. Etwa fn →‖ ‖∞ f . Angenommen f /∈ BUCα(X,E). ⇒ [f ]α =
∞. Weil (fn)n eine Cauchyfolge ist, existiert ein c ≥ 0 mit ∀n ∈ N :

[fn]α ≤ c. Ferner existieren x, y ∈ X mit x 6= y, so dass ‖f(x)−f(y)‖
[d(x,y)]α

> 2c.

Sei 0 < ε < c[d(x, y)]α und N ∈ N mit ‖f − fN‖∞ < ε/2.

2c < ‖f(x)−f(y)‖
[d(x,y)]α

≤ ‖f(x)−fN (x)‖+‖fN (x)−fN (y)‖+‖fN (y)−f(y)‖
[d(x,y)]α

≤ ε
[d(x,y)]α

+ ‖fN (x)−fN (y)‖
[d(x,y)]α

⇒ c <
‖fN(x)− fN(y)‖

[d(x, y)]α
. Dies ist ein Widerspruch!

Daher gilt f ∈ BUCα(X,E).
Bleibt noch zu zeigen fn →‖ ‖α f . Wir setzen yn := [f − fn]α für n ∈ N.
Wegen

|yn − ym| = |[f − fn]α − [f − fm]α| ≤ [f − fn − (f − fm)]α = [fm − fn]α

ist (yn)n eine Cauchyfolge in R, also konvergent. λ := limn→∞ yn. Of-
fenbar gilt λ ∈ R+. Angenommen λ > 0. Sei ε > 0 mit 0 < λ− ε,
∃ M̃ ∈ N ∀n ∈ N : n ≥ M̃ ⇒ [f − fn]α > λ− ε/2,
∃ M̂ ∈ N ∀n,m ∈ N : n,m ≥ M̂ ⇒ ‖fn − fm‖α < ε/2.
M := max{M̃, M̂}.

⇒ ∃x, y ∈ X : 0 < λ− ε/2 < ‖f(x)−fM (x)−f(y)+fM (y)‖
[d(x,y)]α

.

Es gilt für alle m ≥M :

‖f(x)−fm(x)−f(y)+fm(y)‖
[d(x,y)]α

= ‖f(x)−fM (x)+fM (x)−fm(x)+fm(y)−fM (y)+fM (y)−f(y)‖
[d(x,y)]α

≥
∣∣‖f(x)−fM (x)+fM (y)−f(y)‖

[d(x,y)]α
− ‖fm(x)−fM (x)+fM (y)−fm(y)‖

[d(x,y)]α

∣∣
> λ− ε/2− ε/2 = λ− ε.

Sei nun m ∈ N mit m ≥M und ‖f − fm‖∞ < 1
2
[d(x, y)]α(λ− ε). Dann

folgt:

‖f(x)− fm(x)− f(y) + fm(y)‖
[d(x, y)]α

≤ 2‖f − fm‖∞
[d(x, y)]α

< λ− ε.

Dies ist ein Widerspruch!
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Daher haben wir λ = 0, was die Behauptung impliziert.

�

Korollar 3.10 bucα(X,E) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von
BUCα(X,E), also selbst ein Banachraum.

Beweis: Man sieht leicht, dass bucα(X,E) ein Untervektorraum von

BUCα(X,E) ist. Wir zeigen, dass er abgeschlossen ist. Sei f ∈ bucα(X,E)
‖ ‖α

und (fn)n ∈ bucα(X,E)N : fn →‖ ‖α f . Für ε > 0 existiert ein N ∈ N mit

‖f − fN‖α < ε/2 und ein δ > 0 mit supx,y∈X, 0<dX(x,y)<δ
‖fN (x)−fN (y)‖

[dX(x,y)]α
< ε/2.

Daher erhalten wir :

supx,y∈X, 0<dX(x,y)<δ
‖f(x)−f(y)‖
[dX(x,y)]α

= supx,y∈X, 0<dX(x,y)<δ
‖f(x)−fN (x)+fN (x)−fN (y)+fN (y)−f(y)‖

[dX(x,y)]α

≤ ‖f − fN‖α + supx,y∈X, 0<dX(x,y)<δ
‖fN (x)−fN (y)‖

[dX(x,y)]α

< ε/2 + ε/2

= ε.

�

Lemma 3.11 Für 0 < β < α < 1 gilt:

BUCα(X,E) ↪→ BUCβ(X,E) ↪→ BUC(X,E)

Beweis: Offensichtlich gilt BUCα(X,E) ↪→ BUC(X,E) für alle α ∈ (0, 1).
Mit Lemma 3.9 und 3.1(e) folgt die Behauptung aus Lemma 2.19.

�

Nun wollen wir noch Produkte von Hölder-stetigen Funktionen betrachten.

Lemma 3.12 (Elementare Eigenschaften II)

(a) f ∈ Cα(X) , g ∈ Cα(X,E) ⇒ fg ∈ Cα(X,E).

(b) f ∈ cα(X) , g ∈ cα(X,E) ⇒ fg ∈ cα(X,E).

(c) f ∈ BUCα(X) , g ∈ BUCα(X,E) ⇒ fg ∈ BUCα(X,E).
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(d) f ∈ bucα(X) , g ∈ bucα(X,E) ⇒ fg ∈ bucα(X,E).

Beweis: Wir beweisen exemplarisch Aussage (a). Seien x0 ∈ X , U1 ∈
Uτd

(x0) : [f ]α,U1 < ∞ , U2 ∈ Uτd
(x0) : [g]α,U2 < ∞. Wir setzen U := U1 ∩ U2

und können wegen der Stetigkeit von f und g o.B.d.A. annehmen, dass f
∣∣
U

und g
∣∣
U

beschränkt sind durch R := R(U) ≥ 0.

d Sonst betrachten wir Ũ := U ∩ f−1[B(f(x0), R)] ∩ g−1[Bd‖ ‖(f(x0), R)] c.
Dann gilt für x, y ∈ U mit x 6= y

‖f(x)g(x)−f(y)g(y)‖
[d(x,y)]α

= ‖f(x)g(x)−f(y)g(x)+f(y)g(x)−f(y)g(y)‖
[d(x,y)]α

≤ ‖g(x)‖ |f(x)−f(y)|
[d(x,y)]α

+ |f(y)| ‖g(x)−g(y)‖
[d(x,y)]α

≤ R[f ]α,U +R[g]α,U .

Übergang zum Supremum zeigt

[fg]α,U ≤ R[f ]α,U +R[g]α,U <∞.

�

Im Fall E = R ist BUCα(X) eine Banachalgebra. Dies halten wir in einem
Lemma fest.

Lemma 3.13 BUCα(X) ist mit punktweiser Multiplikation und Addition
eine kommutative Banachalgebra mit Eins.

Beweis: 1 ∈ BUCα(X) und ‖1‖α = ‖1‖∞ + [1]α = ‖1‖∞ = 1
Seien nun f, g ∈ BUCα(X) und x, y ∈ X mit x 6= y.

|f(x)g(x)−f(y)g(y)|
[d(x,y)]α

= |f(x)g(x)−f(y)g(x)+f(y)g(x)−f(y)g(y)|
[d(x,y)]α

≤ |g(x)| |f(x)−f(y)|
[d(x,y)]α

+ |f(y)| |g(x)−g(y)|
[d(x,y)]α

≤ ‖g‖∞[f ]α + ‖f‖∞[g]α.

Der Übergang zum Supremum liefert

[fg]α = ‖g‖∞[f ]α + ‖f‖∞[g]α.

Somit haben wir fg ∈ BUCα(X) und

‖fg‖α = ‖fg‖∞ + [fg]α
≤ ‖f‖∞‖g‖∞ + ‖g‖∞[f ]α + ‖f‖∞[g]α
≤ (‖f‖∞ + [f ]α)(‖g‖∞ + [g]α)
= ‖f‖α‖g‖α.
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Der Rest ist klar.
�

3.2 Kleine Hölderräume - Lokale Theorie

Seien ∅ 6= Ω ⊆ Rm offen, k ∈ N, j ∈ Nm und α ∈ (0, 1). Dann setzen wir:

BUCk(Ω) := {f ∈ BUC(Ω); ∂jf ∈ BUC(Ω), |j| ≤ k}

und
‖ ‖k,∞ : BUCk(Ω) → R+, f 7→ max

|j|≤k
‖∂jf‖∞

(BUCk(Ω), ‖ ‖k,∞) ist ein Banachraum, vgl. [1]. Für die Anwendung in den
partiellen Differentialgleichungen betrachten wir außerdem folgende Räume:

BUCk+α(Ω) := {f ∈ BUCk(Ω); ∂jf ∈ BUCα(Ω), |j| = k}
buck+α(Ω) := {f ∈ BUCk(Ω); ∂jf ∈ bucα(Ω), |j| = k}
Ck+α(Ω) := {f ∈ Ck(Ω); ∂jf ∈ Cα(Ω), |j| = k}
ck+α(Ω) := {f ∈ Ck(Ω); ∂jf ∈ cα(Ω), |j| = k}

Im Fall k = 0 stimmen diese Definitionen mit denen des vorherigen Ab-
schnitts überein.
Für f ∈ BUCk+α(Ω) setzen wir,

‖f‖k+α := ‖f‖k,∞ + max
|j|=k

[∂jf ]α.

Lemma 3.14 (BUCk+α(Ω), ‖ ‖k+α) ist ein Banachraum.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass (BUCk+α(Ω), ‖ ‖k+α) ein normierter
Vektorraum ist. Deswegen zeigen wir nur die Vollständigkeit. Sei (fn)n eine
Cauchyfolge in (BUCk+α(Ω), ‖ ‖k+α), dann ist (fn)n auch eine Cauchyfolge
in (BUCk(Ω), ‖ ‖k,∞). Etwa fn →‖ ‖k,∞ f . Sei j ∈ Nm mit |j| = k. Dann
ist (∂jfn)n eine Cauchyfolge in (BUCα(Ω), ‖ ‖α). Etwa ∂jfn →‖ ‖α g. Wegen
∂jfn →‖ ‖∞ ∂jf folgt aus der Eindeutigkeit der Limiten in (BUC(Ω), ‖ ‖∞),
∂jf = g ∈ BUCα(Ω). Daher haben wir f ∈ BUCk+α(Ω) und fn →‖ ‖k+α

f .
�

Korollar 3.15 buck+α(Ω) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von
BUCk+α(Ω), also selbst ein Banachraum.
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Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Lemma 3.14 und der Tatsache, dass
bucα(Ω) abgeschlossen ist in BUCα(Ω) (Korollar 3.10).

�

Nun wollen wir speziell Abbildungen von Rm nach R betrachten.

Lemma 3.16 Für 0 < α < 1 gilt:

BUC1(Rm) ↪→ BUCα(Rm) ↪→ BUC(Rm)

Beweis: Offenbar gilt BUC1(Rm) ↪→ BUC(Rm). Lemma 3.11 zeigt
BUCα(Rm) ↪→ BUC(Rm). Für f ∈ BUC1(Rm) folgt aus dem Mittelwert-
satz, dass f Lipschitz-stetig ist. Daher folgt die Behauptung aus Lemma 3.1
(e) sowie Lemma 2.19.

�

Als nächstes wollen wir einen Satz über die Charakterisierung der kleinen
Hölderräume auf dem Rm beweisen. Dafür geben wir kurz einige Eigenschaf-
ten der Faltung an, die in dem Beweis benutzt werden. Gelten

ϕ ∈ C∞(Rm) , ϕ̌ = ϕ , ϕ ≥ 0 , supp(ϕ) ⊆ B̄n ,

∫
ϕdx = 1 ,

und sei

ϕε(x) := ε−mϕ(x/ε) , x ∈ Rm , ε > 0 ,

so heißt {ϕε ; ε > 0} glättender Kern (mollifier).

Lemma 3.17 (Einige Eigenschaften der Faltung)

(a) Sei (f, g) ∈ L∞(Rm)× L1(Rm), so gehört f ∗ g zu BUC(Rm).

(b) Sei (f, g) ∈ Ck
c (Rm) × L1,loc(Rm) für k ∈ N ∪∞ , so gehört f ∗ g zu

Ck(Rm) und es gilt: ∂j(f ∗ g) = (∂jf) ∗ g , |j| ≤ k .

(c) Sei {ϕε ; ε > 0} ein glättender Kern, f ∈ BUC(Rm), fε := ϕε ∗ f .
Dann gilt : fε →‖‖∞ f für ε→ 0.

Beweis: Siehe [1], Kapitel X.7.

�
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Korollar 3.18

(a) Sei f ∈ BUC(Rm) und {ϕε ; ε > 0} ein glättender Kern. Dann gilt :
fε ∈ BUC∞(Rm) und fε →‖‖∞ f für ε→ 0.

(b) BUC∞(Rm) ist dicht in (BUC(Rm), ‖ ‖∞).

Beweis:

(a) Gemäß 3.17(b) gilt fε = ϕε ∗ f ∈ C∞(Rm) und

∂j(ϕε ∗ f) = (∂jϕε) ∗ f , j ∈ Nm.

Wegen ∂jϕε ∈ Cc(Rm) ⊆ L1(Rm) und f ∈ BUC(Rm) ⊆ L∞(Rm), folgt
gemäß 3.17(a)

∂j(ϕε ∗ f) = (∂jϕε) ∗ f ∈ BUC(Rm).

Damit ergibt sich der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil ist
mit 3.17(c) klar.

(b) Dies ist eine unmittelbare Konsequenz von (a).

�

Satz 3.19 Es sei α ∈ (0, 1). Dann gilt:

bucα(Rm) = BUC∞(Rm)
‖ ‖α

Beweis: “ ⊇ ”
Aus dem Mittelwertsatz und Lemma 3.1(e) folgt,

BUC∞(Rm) ⊆ BUC1−(Rm) ⊆ bucα(Rm).

Weil bucα(Rm) nach Korollar 3.10 ein abgeschlossener Untervektorraum von
BUCα(Rm) ist, folgt

BUC∞(Rm)
‖ ‖α ⊆ bucα(Rm).

“ ⊆ ”
Sei nun f ∈ bucα(Rm). Aus Korollar 3.18(a) folgt fε ∈ BUC∞(Rm) und
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fε →‖ ‖∞ f für ε → 0. Es bleibt daher noch zu zeigen [fε − f ]α → 0 für
ε→ 0. Sei δ > 0. Nach Vorraussetzung gilt:

∃ s > 0 : sup
ξ,η∈Rm,0<‖ξ−η‖<s

|f(ξ)− f(η)|
‖ξ − η‖α

< δ/2,

sowie
∃ t > 0∀ 0 < ε < t : ‖f − fε‖∞ < sαδ/2.

Sei nun 0 < ε < t und x, y ∈ Rm.

(i) 1. Fall, ‖x− y‖ ≥ s.

|f(x)−fε(x)−(f(y)−fε(y))|
‖x−y‖α ≤ |f(x)−fε(x)|

‖x−y‖α + |f(y)−fε(y)|
‖x−y‖α

≤ 2‖f−fε‖∞
sα < δ.

(ii) 2. Fall, ‖x− y‖ < s.

|f(x)−fε(x)−(f(y)−fε(y))|
‖x−y‖α

≤ |f(x)−f(y)|
‖x−y‖α + |fε(x)−fε(y)|

‖x−y‖α

= |f(x)−f(y)|
‖x−y‖α +

∣∣ ∫
Rm

ε−mϕ(z/ε)(f(x−z)−f(y−z))
‖x−y‖α dz

∣∣
= |f(x)−f(y)|

‖x−y‖α +
∣∣ ∫

Rm

ϕ(z)[f(x−εz)−f(y−εz)]
‖(x−εz)−(y−εz)‖α dz

∣∣
≤ |f(x)−f(y)|

‖x−y‖α + supξ,η∈Rm,0<‖ξ−η‖<s
|f(ξ)−f(η)|
‖ξ−η‖α

∫
Rm ϕ(z)dz

≤ 2 supξ,η∈Rm,0<‖ξ−η‖<s
|f(ξ)−f(η)|
‖ξ−η‖α

< δ/2 + δ/2 = δ.

Mit (i) und (ii) folgt [fε − f ]α < δ für alle 0 < ε < t. Weil δ > 0 beliebig
gewählt war, folgt die Behauptung.

�

Korollar 3.20 Es sei α ∈ (0, 1). Dann gilt:

bucα(Rm) = BUC1(Rm)
‖ ‖α

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Beweis von Satz 3.19.
�
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Die kleinen Hölderräume sind zwar wohldefiniert, doch es erhebt sich die Fra-
ge, ob sie sich überhaupt von den großen Hölderräumen unterscheiden. Mit
anderen Worten, ist BUC∞(Rm) dicht in (BUCα(Rm), ‖ ‖α) ? Das folgende
Korollar zeigt, dass dies nicht der Fall ist.

Korollar 3.21 Sei fα : Rm → R, x 7→
{

min(xα
1 , 1) , x1 > 0

0 , x1 ≤ 0
für α ∈ (0, 1). Dann gilt fα ∈ BUCα(Rm) \ bucα(Rm).

Beweis: Wegen

|fα(x)− fα(y)|
‖x− y‖α

∞
≤ |fα(x1)− fα(y1)|

|x1 − y1|α

für x, y ∈ Rm genügt es den Fall m = 1, d.h. fα als Funktion von R nach R
zu betrachten.
Offenbar ist fα beschränkt und es gilt ‖fα‖∞ = 1. Durch Fallunterscheidun-
gen zeigen wir nun,

|fα(x)− fα(y)|
|x− y|α

≤ 2

α

für alle x, y ∈ R mit x 6= y, woraus die Behauptung folgt.

(i) 1. Fall, 0 < x < y ≤ 1 mit y ≥ 3x.

y ≥ 3x⇔ 1

2
(y − 3x) ≥ 0 ⇔ y − 2x ≥ 1

2
(y − x) ⇔ y − 2x

y − x
≥ 1

2
.

Sei t ∈ R.

(1− t)x+ ty = y − x⇔ −tx+ ty = y − 2x⇔ t =
y − 2x

y − x
.

Nach Wahl von x und y haben wir t ∈ [1
2
, 1). Die Potenzfunktion ist

für α ∈ (0, 1) (strikt) konkav. Es folgt weiter:

(y − x)α = ((1− y−2x
y−x

)x+ y−2x
y−x

y)α

≥ (1− y−2x
y−x

)xα + y−2x
y−x

yα

≥ y−2x
y−x

yα − y−2x
y−x

xα

≥ 1
2
(yα − xα)

⇒ |fα(x)− fα(y)|
|x− y|α

=
yα − xα

(y − x)α
≤ 2.
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(ii) 2. Fall, 0 < x < y ≤ 1 mit y < 3x.
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein ξ ∈ (x, y) mit yα−xα

y−x
= 1

α
ξα−1.

Somit gilt :
yα−xα

(y−x)α = yα−xα

y−x
(y − x)1−α

= 1
α
ξα−1(y − x)1−α

≤ 1
α

(y−x)1−α

x1−α

= 1
α
( y

x
− 1)1−α

≤ 2
α

⇒ |fα(x)− fα(y)|
|x− y|α

=
yα − xα

(y − x)α
≤ 2

α
.

(iii) 3. Fall, x ≤ 0 < y.

⇒ |fα(x)− fα(y)|
|x− y|α

=
fα(y)

(y − x)α
≤ 1.

(iv) 4. Fall, 0 < x < 1 ≤ y.

⇒ |fα(x)− fα(y)|
|x− y|α

≤ 1− xα

(1− x)α
≤ 2

α
.

Die Fälle x, y ≤ 0 und x, y ≥ 1 sind klar. Damit haben wir fα ∈ BUCα(R).
Sei (xn)n ∈ (0, 1]N mit xn → 0. Es ist,

|fα(xn)− fα(0)|
|xn − 0|α

= 1 für alle n ∈ N.

Daher folgt fα /∈ bucα(R).
�

Schließlich wollen wir noch die Räume BUC(Rm), BUC1(Rm), BUCα(Rm)
und bucα(Rm) auf Separabilität untersuchen.

Lemma 3.22 (BUC(Rm), τd∞) ist nicht separabel.

Beweis: Es genügt zu zeigen, dass (BUC(R), τd∞) nicht separabel ist.
d Für m ≥ 2 setzen wir Φ : BUC(R) → BUC(Rm) , u 7→ u ◦ π1. Φ ist eine
Isometrie, also insbesondere ein Homöomorphismus auf sein Bild. Angenom-
men (BUC(Rm), τd∞) ist separabel.
⇒ (BUC(Rm), τd∞) ist A2-Raum ⇒ (im(Φ), τd∞|im(Φ)) ist A2-Raum
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⇒ (BUC(R), τd∞) ist A2-Raum ⇒ (BUC(R), τd∞) ist separabel. c
Sei nun {αn ;n ∈ N} eine Aufzählung einer abzählbar unendlichen Teilmen-
ge A von BUC(R) und mn := maxx∈[n,n+1] |αn(x)| für jedes n ∈ N. Wir
definieren f : R → R durch

f(x) =


0 , für x < 0 oder ∃n ∈ N : x ∈ [n, n+ 1) , mn > 1
4(x− n) , für ∃n ∈ N : x ∈ [n, n+ 1

2
) , mn ≤ 1

2− 4(x− n− 1
2
) , für ∃n ∈ N : x ∈ [n+ 1

2
, n+ 1) , mn ≤ 1

f ist gleichmäßig stetig und beschränkt auf R df [R] ⊆ [0, 2]c und f /∈ A
τd∞

wegen Bd∞(f, 1) ∩ A = ∅. Denn für alle n ∈ N gilt:

d∞(f, αn) = supx∈R |f(x)− αn(x)| ≥ supx∈[n,n+1] |f(x)− αn(x)|

≥
{
|f(n+ 1

2
)− αn(n+ 1

2
)| = |2− αn(n+ 1

2
)| ≥ 2−mn , für mn ≤ 1

supx∈[n,n+1] |αn(x)| = mn , für mn > 1

≥ 1.

�

Korollar 3.23

(a) (BUC1(Rm), τd∞) ist nicht separabel.

(b) (bucα(Rm), τdα) ist nicht separabel.

(c) (BUCα(Rm), τdα) ist nicht separabel.

Beweis: (i) Aus Korollar 3.18 (b) folgt BUC1(Rm) ↪→d BUC(Rm). Ange-
nommen (BUC1(Rm), τd1,∞) ist separabel. Dann finden wir eine abzählbar
dichte Teilmenge {un ;n ∈ N}. Bezeichne ι die Einbettung von BUC1(Rm)
in BUC(Rm).

ι[BUC1(Rm)] = ι[{un ;n ∈ N}
τd1,∞ ] ⊆ ι[{un ;n ∈ N}]

τd∞ ⊆ BUC(Rm)

⇒ BUC(Rm) = ι[BUC1(Rm)]
τd∞ ⊆ {ι(un) ;n ∈ N}

τd∞ ⊆ BUC(Rm).

Also {ι(un) ;n ∈ N}
τd∞ = BUC(Rm). Dies ist ein Widerspruch zu Lemma

3.22!
WegenBUC1(Rm) ⊆ bucα(Rm) ⊆ BUCα(Rm) gilt auch bucα(Rm) ↪→d BUC(Rm)
bzw. BUCα(Rm) ↪→d BUC(Rm). Daher zeigt man (b) und (c) analog.

�

Es lässt sich auch direkt zeigen, dass (BUCα(Rm), τdα) nicht separabel ist.
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Bemerkung 3.24 Für α ∈ (0, 1) ist (BUCα(Rm), τdα) nicht separabel.

Beweis: Für a ∈ (0, 1) definieren wir fa,α : Rm → R durch :

x 7→
{

min((x1 − a)α, 1) , x1 > a
0 , x1 ≤ a

Korollar 3.21 zeigt fa,α ∈ BUCα(Rm). Bezeichne e1 den ersten Einheitsvektor
des Rm, dann gilt für a, b ∈ (0, 1) mit a < b :

[fa,α − fb,α]α ≥ |(fa(be1)−fb(be1))−(fa(ae1)−fb(ae1))|
|b−a|α

= (b−a)α

|b−a|α

= 1

Da die Menge {fa,α ; a ∈ (0, 1)} überabzählbar ist, folgt die Behauptung.
�

3.3 Kleine Hölderräume - Globale Theorie

Sei in diesem Abschnitt stets (M, g) eine kompakte, zusammenhängende,
glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension m. Ferner soll M immer
mit der Metrik dg versehen sein. Schließlich schreiben wir im Folgenden | |
für die euklidische Norm auf Rm.

Lemma 3.25 Für p ∈ M existiert eine offene Umgebung U von p, ein ϕ ∈
Diff(U,ϕ[U ]) sowie Konstanten C, c > 0, so dass:

∀q, q̃ ∈ U : c|ϕ(q)− ϕ(q̃)| ≤ dg(q, q̃) ≤ C|ϕ(q)− ϕ(q̃)|.

Beweis: Sei (U,ϕ) eine Normal-Karte von M um p. Nach dem Satz von
Whitehead (Satz 2.12) finden wir einen geodätischen BallB(p, ε) mitB(p, ε) ⊆
U und B(p, ε) ist geodätisch konvex. Aus Lemma 2.13 folgt:

∃ c, C > 0∀x ∈ εB̄m ∀V ∈ TxRm : c|V |η ≤ |V |g ≤ C|V |η.

Es gilt insbesondere für jede stückweise glatte Kurve Γ ⊆ εBm,

cLη(Γ) ≤ Lg(Γ) ≤ CLη(Γ).

Seien nun x, y ∈ εBm. Übergang zum Infimum ergibt:
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(i)

c|x− y| = c inf{Lη(Γ); Γ ⊆ εBm stückw. C∞-Kurve, AΓ = x , EΓ = y}
≤ inf{Lg(Γ); Γ ⊆ εBm stückw. C∞-Kurve, AΓ = x , EΓ = y}
= dg(x, y)

(ii)

dg(x, y) = inf{Lg(Γ); Γ ⊆ εBm stückw. C∞-Kurve, AΓ = x , EΓ = y}
≤ C inf{Lη(Γ); Γ ⊆ εBm stückw. C∞-Kurve, AΓ = x , EΓ = y}
= C|x− y|

Wir setzen zur Abkürzung V := B(p, ε). g|V induziert eine Metrik dg|V auf
V . Wir erhalten,

∀q, q̃ ∈ V : c|ϕ(q)− ϕ(q̃)| ≤ dg|V (q, q̃) ≤ C|ϕ(q)− ϕ(q̃)|.

Aus der Tatsache, dass V geodätisch konvex ist, folgt dg|V = dg|V und damit
die Behauptung.
d V ist geodätisch konvex, d.h. für alle q, q̃ ∈ V existiert eine eindeutige,
minimierende geodätische Γgeo ⊆ V mit AΓgeo = q und EΓgeo = q̃ und somit
dg|V (q, q̃) = L(Γgeo) = dg(q, q̃). c

�

Sei f eine Abbildung von M nach R, k ∈ N und α ∈ (0, 1). Wir sagen f
gehört zur Klasse Ck+α(M) [ ck+α(M) ], wenn für alle p ∈ M eine Karte
(U,ϕ) von M um p existiert mit f ◦ ϕ−1 ∈ Ck+α(ϕ[U ]) [ ck+α(ϕ[U ]) ].

Bemerkung 3.26

(a) Sei f ∈ Ck+α(M) [ck+α(M)]. Dann gilt für jede Karte (V, ψ) von M ,
f ◦ ψ−1 ∈ Ck+α(ψ[U ]) [ck+α(ψ[U ])].

(b) Für k = 0 stimmt die Definition von Ck+α(M) [ck+α(M)] mit der ur-
sprünglichen Definition von Cα(M) [cα(M)] im Sinne von Abschnitt 3.1
(bzgl. des metrischen Raums (M,dg)) überein.

Beweis:

(a) Sei f ∈ Ck+α(M), (V, ψ) Karte von M und x0 ∈ ψ[V ]. Wir setzen
p0 := ψ−1(x0). Nach Voraussetzung existiert eine Karte (U,ϕ) von M
um p0 mit f ◦ ϕ−1 ∈ Ck+α(M). Offenbar gilt f ◦ ψ ∈ Ck(ψ[U ∩ V ]).
Wegen (

f ◦ ψ−1
)
(x) =

(
f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ ψ−1

)
(x) , x ∈ ψ[U ∩ V ],
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folgt für j ∈ Nm mit |j| = k aus der Kettenregel,

∂j
(
f ◦ ψ−1

)
(x) = ∂j

(
f ◦ ϕ−1

)
◦ ∂j

(
ϕ ◦ ψ−1

)
(x) , x ∈ ψ[U ∩ V ].

Nach Definition haben wir ∂j(f ◦ ϕ−1) ∈ Cα(ϕ[U ∩ V ]) und aus dem
Mittelwertsatz ergibt sich ∂j(ϕ ◦ ψ−1) ∈ C1−(ψ[U ∩ V ]). Nun folgt die
Behauptung aus Lemma 3.1(f). Die Aussage für f ∈ ck+α(M) zeigt
man mit Lemma 3.1(g) analog.

(b) Dies folgt aus (a) und Lemma 3.25.

�

Sei (U,ϕ) eine Karte von M und V := ϕ[U ]. Damit im Folgenden unsere
Notation etwas ökonomischer wird, erklären wir die Vorwärtstransformation
(push forward) mittels ϕ durch,

ϕ∗ : RU → RV , a 7→ ϕ∗a := a ◦ ϕ−1.

Unser nächstes Ziel ist es, eine Norm auf den Räumen Ck+α(M) zu definie-
ren. Dabei stellt es sich als sinnvoll heraus, zunächst die Räume Ck(M) zu
betrachten. Sei k ∈ N, A = {(U1, ϕ1), ..., (Un, ϕn)} ein endlicher Atlas von
M und {π1, ..., πn} eine der Überdeckung {U1, ..., Un} untergeordnete glatte
Zerlegung der Eins. Man nennt {(Ul, ϕl, πl) ; l ∈ {1, . . . , n}} ein Lokalisie-
rungssystem für M .
Für f ∈ Ck(M) setzen wir,

‖f‖k := max
1≤l≤n

‖ϕl∗(πlf)‖k,∞ = max
1≤l≤n

max
|j|≤k

‖∂j(ϕl∗(πlf))‖∞.

Bemerkung 3.27 Für k = 0 ist die Norm ‖ ‖0 äquivalent zur Supremums-
Norm ‖ ‖∞ auf C(M).

Beweis: Sei f ∈ C(M).

‖f‖0 = max1≤l≤n ‖(ϕl∗(πlf))‖∞ ≤ ‖f‖∞,

‖f‖∞ = ‖
∑n

l=1 πlf‖∞ ≤
∑n

l=1 ‖πlf‖∞ =
∑n

l=1 ‖ϕl∗(πlf)‖∞ ≤ n‖f‖0.

�

Lemma 3.28 (Ck(M), ‖ ‖k) ist ein Banachraum.
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Beweis: Man sieht leicht, dass ‖ ‖k eine Norm ist. Sei nun (fm)m eine Cauchy-
folge in (Ck(M), ‖ ‖k). Mit Bemerkung 3.27 folgt, dass (fm)m auch eine
Cauchyfolge in (C(M), ‖ ‖∞) ist. Etwa fm →‖ ‖∞ f . Außerdem ist für alle
l ∈ {1, . . . , n}, (ϕl∗(πlfm))m eine Cauchyfolge in (BUCk(ϕ[Ul]), ‖ ‖k,∞). Et-
wa ϕl∗(πlfm) →‖‖k,∞ gl, für m → ∞. Insbesondere ϕl∗(πlfm) →‖ ‖∞ gl, für
m→∞. Wegen

‖ϕl∗(πlf)− ϕl∗(πlfm)‖∞ = ‖πl(f − fm)‖∞ ≤ ‖f − fm‖∞,

folgt aus der Eindeutigkeit der Limiten in (BUC(ϕ[Ul]), ‖ ‖∞):

ϕl∗(πlf) = gl ∈ BUCk(ϕ[Ul]),

und daher πlf ∈ Ck(M). Also insgesamt,

f =
n∑

l=1

πlf ∈ Ck(M) ∧ fm →‖ ‖k
f.

Als letzter Schritt bleibt noch zu zeigen, dass die Topologie Auf Ck(M)
unabhängig von der Wahl des endlichen Atlas ist. Seien A und A′ zwei
endliche Atlanten von M , die denselben maximalen, glatten Atlas bestim-
men. Bezeichne ‖ ‖kA bzw. ‖ ‖kA′

die Norm auf Ck(M) bezüglich A bzw.
A′. Dann sind diese Normen wegen (Ck(M), ‖ ‖kA) ↪→ (C(M), ‖ ‖∞) und
(Ck(M), ‖ ‖kA′

) ↪→ (C(M), ‖ ‖∞) gemäß Lemma 2.19 äquivalent.
�

Nun kommen wir zur Norm auf Ck+α(M). Wir definieren für f ∈ Ck+α(M):

‖f‖k+α := max
1≤l≤n

‖(ϕl∗(πlf))‖k+α = max
1≤l≤n

(
‖(ϕl∗(πlf))‖k,∞+max

|j|=k
[∂j(ϕl∗(πlf))]α

)
.

Bemerkung 3.29 ‖ ‖k+α ist wohldefiniert.

Beweis:

ϕl∗(πlf) ∈ Ck(ϕl[Ul]) ∩ Cc(ϕl[Ul]) ⊆ BUCk(ϕl[Ul]).

Sei nun j ∈ Nm mit |j| = k. Dann gilt,

∂j
(
ϕl∗(πlf)

)
=

∑
s≤j

(
j
s

)
∂j(ϕl∗πl)∂

j−s(ϕl∗f) ∈ BUCα(ϕl[Ul])

gemäß Lemma 3.12(a) und Korollar 3.5. Daher ergibt sich,

ϕl∗(πlf) ∈ BUCk+α(ϕl[Ul]),
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was zeigt, dass ‖ ‖k+α wohldefiniert ist.
�

Lemma 3.30 (Ck+α(M), ‖ ‖k+α) ist ein Banachraum.

Beweis: Man sieht wieder leicht, dass ‖ ‖k+α eine Norm ist. Sei (fm)m eine
Cauchyfolge in (Ck+α(M), ‖ ‖k+α). Dann ist (fm)m auch eine Cauchyfolge in
(Ck(M), ‖ ‖k). Etwa fm →‖ ‖k

f . Sei l ∈ {1, . . . , n}, j ∈ Nm mit |j| = k.
Dann gilt,

∂j
(
ϕl∗(πlfm)

)
→‖ ‖∞ ∂j

(
ϕl∗(πlf)

)
, m→∞.

Andererseits ist
(
∂j

(
ϕl∗(πlf)

))
m

eine Cauchyfolge in (BUCα(ϕl[Ul]), ‖ ‖α).
Etwa

∂j
(
ϕl∗(πlfm)

)
→‖ ‖α g , m→∞.

Aus der Eindeutigkeit der Limiten in (BUC(ϕl[Ul]), ‖ ‖∞) folgt,

∂j
(
ϕl∗(πlf)

)
= g ∈ BUCα(ϕl[Ul]).

Da dies für alle l ∈ {1, . . . , n} und alle j ∈ Nm mit |j| = k richtig ist,
haben wir f ∈ Ck+α(M) und fn →‖ ‖k+α

f . Ein analoges Argument wie in
dem Beweis von Lemma 3.28 zeigt, dass die Wahl verschiedener endlicher
Atlanten, die denselben maximalen, glatten Atlas bestimmen, äquivalente
Normen auf Ck+α(M) ergibt.

�

Wir haben nun zwei verschiedene Normen auf Cα(M). Zum einen ist (M,dg)
ein metrischer Raum und wir können Cα(M) mit der Norm

|f |α := ‖f‖∞ + [f ]α , f ∈ Cα(M)

ausstatten. Zum anderen haben wir die Norm

‖f‖α := max
1≤l≤n

‖(ϕl∗(πlf))‖α , f ∈ Cα(M)

bezüglich eines Lokalisierungssystem {(Uj, ϕj, πj) ; j ∈ {1, . . . , n}} für M .

Bemerkung 3.31 Die Normen | |α und ‖ ‖α sind äquivalent.

Beweis: Aus Bemerkung 3.27 folgt (Cα(M), ‖ ‖α) ↪→ (C(M), ‖ ‖∞). Es gilt
offenbar auch (Cα(M), | |α) ↪→ (C(M), ‖ ‖∞). Daher folgt die Behauptung
aus Lemma 2.19.

�
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Da die Normen | |α und ‖ ‖α äquivalent sind, schreiben wir zukünftig immer
‖ ‖α für eine der beiden Normen auf Cα(M). Denn für topologische Betrach-
tungen spielt es keine Rolle, welche der beiden Normen wir betrachten, und
bei konkreten Rechnungen wird stets klar sein, welche Norm verwand wird.

Lemma 3.32 Für 0 < α < 1 gilt:

C1(M) ↪→ Cα(M) ↪→ C(M).

Beweis: Sei f ∈ C1(M) und (U,ϕ) eine Karte von M . Gemäß Lemma 3.1(d)
gilt,

f ◦ ϕ−1 ∈ C1(ϕ[U ]) ⊆ C1−(ϕ[U ]) ⊆ cα(ϕ[U ]).

Daher folgt f ∈ cα(M) ⊆ Cα(M) und mit Lemma 2.19 ergibt sich die Be-
hauptung.

�

Als nächstes geben wir eine zum letzten Abschnitt analoge Charakterisierung
der kleinen Hölderräume auf (M, g) an.

Satz 3.33 Sei α ∈ (0, 1). Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(i) f ∈ cα(M).

(ii) f ∈ C∞(M)
‖ ‖α

.

(iii) Für jede Karte (U,ϕ) von M und jedes π ∈ D(U) gilt ϕ∗(πf) ∈ bucα(ϕ[U ]).

Beweis: “ (ii) ⇒ (i) ”
Der Beweis von Lemma 3.32 zeigt C∞(M) ⊆ cα(M). Weil cα(M) nach Ko-
rollar 3.10 ein abgeschlossener Untervektorraum von Cα(M) ist, folgt

C∞(M)
‖ ‖α ⊆ cα(M).

“ (i) ⇒ (iii) ”
Sei f ∈ cα(M), (ϕ,U) eine Karte von M und π ∈ D(U). Wegen f ◦ ϕ−1 ∈
cα(ϕ[U ]) und π ◦ ϕ−1 ∈ cα(ϕ[U ]) ∩ Cc(ϕ[U ]) folgt aus Lemma 3.12(b) und
Korollar 3.8,

ϕ∗(πf) ∈ cα(ϕ[U ]) ∩ Cc(ϕ[U ]) ⊆ bucα(ϕ[U ]).

“ (iii) ⇒ (ii) ”
WeilM kompakt ist existiert gem. Lemma 3.25 ein Atlas {(U1, ϕ1), . . . , (Un, ϕn)}
sowie Konstanten c, C > 0 mit

∀ j ∈ {1, . . . , n} ∀ q, q̃ ∈ Uj : c|ϕj(q)− ϕj(q̃)| ≤ dg(q, q̃) ≤ C|ϕj(q)− ϕj(q̃)|.
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Sei weiter {π1, . . . , πn} eine der Überdeckung {U1, . . . , Un} untergeordnete
glatte Zerlegung der Eins. Wir setzen:

gj : Rm → R , x 7→
{
ϕj∗(πjf)(x) , falls x ∈ ϕ[Uj]
0 , falls x /∈ ϕ[Uj]

, j ∈ {1, . . . , n}.

Für alle j ∈ {1, ..., n} gilt gj ∈ bucα(Rm) (gem. Korollar 3.8). Wegen Satz
3.19 gibt es eine Folge (gjk)k ∈ BUC∞(Rm)N : gjk →‖‖α gj. Wir können
o.B.d.A annehmen, dass es eine kompakte Teilmenge Kj ⊆ ϕ[Uj] gibt, mit

∀ k ∈ N : supp(gj) ⊆ supp(gjk) ⊆ Kj.

Denn aus Satz 3.19 wissen wir, dass ϕε ∗ gj →‖ ‖α gj , ε → 0 für einen
glättenden Kern {ϕε ; ε > 0} und die Trägereigenschaft der Faltung (siehe
[2], Theorem X.7.10) liefert

supp(ϕε ∗ gj) ⊆ supp(gj) + εB̄m ⊆ ϕ[Uj],

für ε hinreichend klein.
Wir setzen

fj := πjf , fjk : M → R , p 7→
{

(gjk ◦ ϕj)(p) , falls p ∈ Uj

0 , falls p /∈ Uj
.

Wegen fj ∈ cα(M) für alle j ∈ {1, . . . , n} haben wir,

f =
n∑

j=1

πjf =
n∑

j=1

fj ∈ cα(M).

Es gilt supp(fjk) = ϕ−1
j [Kj] ⊆ Uj und fjk ∈ C∞(M) für alle k ∈ N. Sei

Lj := ϕ−1
j [Kj] ∪ supp(πj), dann ist Lj ⊆ Uj kompakt und

%j := inf
p∈Lj

dg(p, U
c
j ) > 0.

Wir zeigen fjk →‖ ‖α fj.

1) fjk →‖ ‖∞ fj. Dies gilt wegen:

|fj(p)− fjk(p)| =
{
|(gj ◦ ϕj)(p)− (gjk ◦ ϕj)(p)| , falls p ∈ Uj

0 , falls p /∈ Uj

⇒ ‖fj − fjk‖∞ ≤ ‖gj − gjk‖∞ → 0 , k →∞.

2) fjk →[ ]α fj. Dies gilt wegen:
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a) 1. Fall, p ∈ U c
j ∨ q ∈ U c

j : 0 < dg(p, q) < %j

⇒ |(fj(p)−fjk(p))−(fj(q)−fjk(q))|
[dg(p,q)]α

= 0.

b) 2. Fall, p ∈ U c
j ∨ q ∈ U c

j : %j ≤ dg(p, q)

⇒ |(fj(p)−fjk(p))−(fj(q)−fjk(q))|
[dg(p,q)]α

≤ 2‖fj−fjk‖∞
%α

j
.

c) 3. Fall, p, q ∈ Uj . x := ϕj(p) , y := ϕj(q)

⇒ |(fj(p)−fjk(p))−(fj(q)−fjk(q))|
[dg(p,q)]α

≤ |(gj(x)−gjk(x))−(gj(y)−gjk(y))|
cα|x−y|α

≤ 1
cα [gj − gjk]α.

Damit haben wir:

[fj − fjk]α ≤ max{ 1
cα ,

2
%α

j
}(‖fj − fjk‖∞ + [gj − gjk]α)

≤ max{ 1
cα ,

2
%α

j
}(‖gj − gjk‖α → 0 , k →∞.

Schließlich erhalten wir :

‖f −
∑n

j=1 fjk‖α = ‖(
∑n

j=1 πj)f −
∑n

j=1 fjk‖α

= ‖
∑n

j=1(fj − fjk)‖α

≤
∑n

j=1 ‖fj − fjk‖α → 0 , k →∞.

�

Korollar 3.34 Es sei α ∈ (0, 1). Dann gilt:

cα(M) = C1(M)
‖ ‖α

.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Beweis von Lemma 3.32 und Satz
3.33.

�

Korollar 3.35 Für 0 < β < α < 1 gilt

Cα(M) ↪→d cβ(M).
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Beweis: Lemma 3.1(d) und 3.11 liefern Cα(M) ↪→ cβ(M). Wegen C∞(M) ⊆
Cα(M) ⊆ cβ(M) folgt aus Satz 3.33,

Cα(M)
‖ ‖β

= cβ(M).

�

Als nächstes wollen wir zeigen, dass die kleinen Hölderräume über M sepa-
rabel sind. Als Vorbereitung hierfür beweisen wir zwei Lemmas.

Lemma 3.36 Sei X ⊆ Rm offen und beschränkt, k ∈ N. Dann ist
(BUCk(X), τdk,∞) separabel.

Beweis: Als eine Konsequenz des Satz von Stone und Weierstrass wird in
[8], Satz 4.3-13 gezeigt, dass für jeden kompakten metrischen Raum (Y, τd)
der Raum (C(Y ), τd∞) separabel ist. Daher ist (C(X), τd∞) separabel. In [1],
Anwendung VI.2.2 wird gezeigt,

(C(X), τd∞) ∼=isom.isomorph (BUC(X), τd∞).

Sei α ∈ Nm und τ die Initialtopologie der Familie ((BUC(X), τd∞), ∂α)|α|≤k

auf BUCk(X). Dann gilt τdk,∞ = τ .
“ ⊇ ”
Sei f ∈ BUCk(X) und α ∈ Nm mit |α| ≤ k. Wegen ‖∂αf‖∞ ≤ ‖f‖k,∞ ist
∂α : BUCk(X) → BUC(X) (τdk,∞ , τd∞)-stetig. Daher folgt τdk,∞ ⊇ τ .
“ ⊆ ”
Sei f ∈ BUCk(X) , ε > 0. Dann haben wir

Bdk,∞(f, ε) =
⋂
|α|≤k

(∂α)−1[Bd∞(f, ε)],

also τdk,∞ ⊆ τ .

dg ∈ Bd‖‖k,∞
(f, ε) ⇔ ∀α ∈ Nm , |α| ≤ k : ‖∂α(f − g)‖∞ < ε

⇔ ∀α ∈ Nm , |α| ≤ k : ∂αg ∈ Bd∞(∂αf, ε)

⇔ ∀α ∈ Nm , |α| ≤ k : g ∈ (∂α)−1[Bd∞(∂αf, ε)]

⇔ g ∈
⋂
|α|≤k(∂

α)−1[Bdk,∞(f, ε)] c

Sei βd∞ eine abzählbare Basis von τd∞ . Dann zeigt Lemma 2.18, dass

β := {(∂α)−1[O] ; O ∈ βd∞ , α ∈ Nm mit |α| ≤ k}
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eine Subbasis von τ ist. Bezeichne Peβ die Menge der endlichen Teilmengen
von β. Dann ist {

⋂
β∗ ; β∗ ∈ Peβ} eine abzählbare Basis von τ . Folglich ist

(BUCk(X), τdk,∞) ein A2-Raum, also separabel.
�

Lemma 3.37 Für k ∈ N ist (Ck(M), τdk
) separabel.

Beweis: Weil M kompakt ist und die kompakten Teilmengen von M eine
Umgebungsbasis bilden, existiert ein endlicher AtlasA = {(U1, ϕ1), . . . , (Un, ϕn)}
von M , so dass Vj := ϕj[Uj] offen und beschränkt ist für alle j ∈ {1, . . . , n}.
Wir setzen

Φj : Ck(M) → BUCk(Vj) , f 7→ ϕj∗(πjf).

Sei τ die Initialtopologie der Familie ((BUCk(Vj), τdk,∞),Φj)j∈{1,...,n}. Dann
gilt τdk

= τ .
“ ⊇ ”
Sei f ∈ Ck(M) , j ∈ {1, . . . , n}. Wegen

‖Φj(f)‖k,∞ = max
|α|≤k

‖∂α
(
ϕj∗(πjf)

)
‖∞ ≤ ‖f‖k

ist Φj (τdk
, τdk,∞)-stetig. Daher folgt τdk

⊇ τ .
“ ⊆ ”
Sei f ∈ Ck(M) , ε > 0. Dann haben wir

Bdk
(f, ε) =

⋂
j∈{1,...,n}

(Φj)
−1[Bdk,∞(f, ε)],

also τdk
⊆ τ .

dg ∈ Bdk
(f, ε) ⇔ ∀ j ∈ {1, . . . , n} : max|α|≤k ‖∂α(ϕj∗(πjf − πjg))‖∞ < ε

⇔ ∀ j ∈ {1, . . . , n} : ‖ϕj∗(πjf)− ϕj∗(πjg)‖k,∞ < ε

⇔ ∀ j ∈ {1, . . . , n} : Φj(g) ∈ Bdk,∞(Φj(f), ε)

⇔ ∀ j ∈ {1, . . . , n} : g ∈ (Φj)
−1[Bdk,∞(Φj(f), ε)]

⇔ g ∈
⋂

j∈{1,...,n}(Φj)
−1[Bdk,∞(f, ε)] c

Sei für alle j ∈ {1, . . . , n}, βj eine abzählbare Basis der Topologie τdk,∞ auf
BUC(Vj). Dann zeigt Lemma 2.18, dass

β := {(Φ−1
j [Oj] ; Oj ∈ βj , j ∈ {1, . . . , n}}



3.3. KLEINE HÖLDERRÄUME - GLOBALE THEORIE 51

eine Subbasis von τ ist. Daher ist {
⋂
β∗ ; β∗ ∈ Peβ} eine abzählbare Basis

von τ . Folglich ist (Ck(M), τdk
) ein A2-Raum, also separabel.

�

Satz 3.38 Für α ∈ (0, 1) ist (cα(M), τdα) separabel.

Beweis: Sei {un ;n ∈ N} eine abzählbar dichte Teilmenge von (C1(M), τd1).
Bezeichne ι : C1(M) → Cα(M) , x 7→ x die Einbettung von C1(M) in
Cα(M). Wegen

ι[C1(M)] = ι[{un ;n ∈ N}
τd1 ] ⊆ {ι(un) ;n ∈ N}

τdα ⊆ cα(M),

folgt die Behauptung aus Korollar 3.34.
�

Satz 3.39 Für α ∈ (0, 1) ist (Cα(M), τdα) nicht separabel.

Beweis: Die Multiplikation mit einem Skalar λ 6= 0 ist ein Diffeomorphismus
auf Rm. Daher können wir wegen Lemma 3.25 eine Karte (U,ϕ) von M finden
mit ϕ[U ] = 2Bm und Konstanten c, C > 0, so dass für alle p, q ∈ U gilt,

c|ϕ(p)− ϕ(q)| ≤ dg(p, q) ≤ C|ϕ(p)− ϕ(q)|.

Sei für a ∈ (0, 1), fa,α wie in Bemerkung 3.24 gewählt und π eine glatte Ab-
schneidefunktion, d.h. π ∈ D(2Bm) mit 0 ≤ π ≤ 1 und π|Bm = 1. Die Exis-
tenz einer solchen Funktion wird mit Hilfe der Approximationseigenschaft
der Faltung bewiesen, (vgl. [2], Satz X.7.14). Aus dem Mittelwertsatz folgt,
dass π Lipschitz-stetig ist. Für a ∈ (0, 1) folgt, mit Lemma 3.1(e), Korollar
3.21 und Lemma 3.13, πfa,α ∈ BUCα(2Bm) ∩ Cc(2Bm). Wir setzen

va,α : M → R , p 7→
{

(πfa,α ◦ ϕ)(p) , p ∈ U
0 , p /∈ U .

Wir zeigen, va,α ∈ Cα(M).
Wegen supp(va,α) = ϕ−1[supp(πfa,α)] gilt supp(va,α) ⊂⊂ U .

(i) 1. Fall, p0 ∈ U c.
Es existiert eine Umgebung Q von p0 mit Q∩ supp(va,α) = ∅ und daher
va,α|Q ≡ 0.
⇒ va,α ist α-Hölder-stetig in p0.
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(ii) 2. Fall, p0 ∈ U
Für alle p, q ∈ U gilt:

|va,α(p)− va,α(q)|
[dg(p, q)]α

≤ |(πfa,α ◦ ϕ)(p)− (πfa,α ◦ ϕ)(q)|
cα|ϕ(p)− ϕ(q)|α

≤ [πfa,α]α
cα

⇒ va,α ist α-Hölder-stetig in p0.

Daher haben wir va,α ∈ Cα(M). Mit Bemerkung 3.24 folgt für a, b ∈ (0, 1)
mit b > a,

[va,α − vb,α]α ≥ |va,α(ϕ−1(be1))−vb,α(ϕ−1(be1))−va,α(ϕ−1(ae1))+vb,α(ϕ−1(ae1))|
[dg(ϕ−1(be1) , ϕ−1(ae1))]α

≥ |(fa,α(be1)−fb,α(be1))−(fa,α(ae1)−fb,α(ae1))|
Cα|b−a|α

= (b−a)α

Cα|b−a|α

= 1
Cα .

Da die Menge {va,α ; a ∈ (0, 1)} überabzählbar ist folgt die Behauptung.
�

Im nächsten Korollar wollen wir festhalten, dass sich auch im Riemannschen
Fall die kleinen Hölderräume von den großen unterscheiden.

Korollar 3.40 Für α ∈ (0, 1) gilt bucα(M) 6= BUCα(M).

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.38 und Satz 3.39.
�



Kapitel 4

Mittlerer Krümmungsfluss

4.1 Der Fluss auf Riemannschen Mannigfal-

tigkeiten

Sei in diesem Abschnitt stets:

• (M̃, g̃) eine glatte, zusammenhängende und orientierbare Riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension (m+ 1).

• (M, g) eine glatte, eingebettete Riemannsche Untermannigfaltigkeit der
Dimension m, die kompakt, zusammenhängend und orientierbar ist.

Satz 4.1 (Tubenumgebungstheorem) Es existiert ein a > 0, so dass mit
Na := {(p, v) ∈ NM ; |v|g̃ < a}, exp|Na ein Diffeomorphismus auf sein Bild
Ra ist.

Beweis: Ẽ := {v ∈ TM̃ ; dom(γv) ⊇ [0, 1]}, exp : Ẽ → M̃ (vgl. Notation von
2.1.11). Ferner setzen wir EN := Ẽ ∩ NM, M0 := {(p, 0); p ∈ M} ⊆ NM .
Weil NM eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von TM̃ ist und Ẽ offen
in TM̃ ist, ist exp|EN

glatt. Wir zeigen zunächst, dass exp|EN
ein lokaler

Diffeomorphismus in einer Umgebung von M0 ist, indem wir zeigen, dass das
Tangential (exp|EN

)∗ surjektiv ist für jedes (p, 0) ∈M0.

(i) 1. Fall, v ∈ TpM .
Es existiert ein glatter Weg γ : (−ε, ε) →M mit γ(0) = p , d

dt

∣∣
t=0
γ(t) =

v. Wir setzen γ̃ : (−ε, ε) → NM , t 7→ (γ(t), 0).

(exp|EN
)∗(

d
dt

∣∣
t=0
γ̃(t)) = d

dt

∣∣
t=0

(exp|EN
◦ γ̃)(t) = d

dt

∣∣
t=0
γ(t) = v.

53



54 KAPITEL 4. MITTLERER KRÜMMUNGSFLUSS

(ii) 2. Fall, w ∈ NpM .
Wir setzen σ : (−ε, ε) → NM , t 7→ (p, tw).

(exp|EN
)∗(

d
dt

∣∣
t=0
σ(t)) = d

dt

∣∣
t=0

(exp|EN
◦ σ)(t) = d

dt

∣∣
t=0

(expp(tw)) = w.

Wegen TpM̃ = TpM ⊕NpM sehen wir, dass (exp|EN
)∗ surjektiv ist. Aus dem

Umkehrsatz folgt daher, dass exp|EN
ein Diffeomorphismus in einer offenen

Umgebung O(p,0) von (p, 0) in NM ist. Wegen Korollar 2.14 existiert eine
offene Umgebung Up von p in M sowie εp > 0 mit

V(p,0) := {(q, w) ∈ NM ; q ∈ Up , |w|g̃ < εp} ⊆ O(p,0).

Da dies für jeden Punkt (p, 0) ∈ M0 richtig ist, erhalten wir eine offe-
ne Überdeckung {V(p,0)}(p,0)∈M0 von M0. Wegen der Kompaktheit von M0

(M → M0 , p 7→ (p, 0) ist stetig) existiert eine endliche Teilüberdeckung
{V(p1,0), . . . , V(pk,0)} mit entsprechenden offenen Mengen {U1, . . . , Uk} und
entsprechenden ε1, . . . , εk.
{U1, . . . , Uk} ist eine offene Überdeckung vonM und hat daher eine Lebesgue-
Zahl δ. Ferner existiert wegen der Kompaktheit von M und Lemma 2.11 ein
r > 0, so dass für alle p ∈ M , expp mindestens auf rBd| |g̃(p)

⊆ TpM̃ defi-

niert ist und ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Wir wählen 0 < a <
min{ε1, . . . , εk, r, δ/2}. Dann ist exp|Na injektiv: Seien (p, v), (p′, v′) ∈ Na mit
exp((p, v)) = exp((p′, v′)) =: q. Angenommen dg̃(p, p

′) ≥ δ.

⇒ 2a ≥ dg̃(p, q) + dg̃(q, p
′) ≥ dg̃(p, p

′) ≥ δ.

Dies ist ein Widerspruch! Hierbei haben wirB(p, a) = Bdg̃
(p, a) bzw.B(p′, a) =

Bdg̃
(p′, a) benutzt (vgl. Bemerkung 2.10 (ii)). Folglich haben wir dg̃(p, p

′) < δ.
Daher gilt p, p′ ∈ Uj für ein j ∈ {1, . . . , k}, woraus p = p′ folgt. Somit haben
wir insgesammt exp|Na ∈ Diff (Na,Ra).

�

Korollar 4.2 Bezeichne ν das glatte Einheitsnormalenfeld auf M (gem. Lem-
ma 2.17). Dann ist

ϑ : M × (−a, a) → M̃ , (p, λ) 7→ expp(λν(p))

ein Diffeomorphismus von M × (−a, a) auf Ra.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.1, Lemma 2.17 und Lemma 2.3.
�
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Wir zerlegen die Inverse von ϑ in ϑ−1 = (P,Λ), so dass P ∈ C∞(Ra,M)
und Λ ∈ C∞(Ra, (−a, a)). Im euklidischen Fall (M̃, g̃) = (Rm+1, η) und der
Identifizierung von X ∈ TpRm+1 mit p+X ∈ Rm+1 haben wir,

ϑ : M × (−a, a) → Rm+1 , (p, λ) 7→ p+ λν(p) .

Satz 4.3 Es gilt,

Ra = Bdg̃
(M,a) := {p ∈ M̃ ; dg̃(p,M) < a},

d.h. Ra besteht genau aus den Punkten, deren Abstand von M bezüglich der
Metrik dg̃ kleiner als a ist.

Beweis: “⊆“
Dies folgt aus Bemerkung 2.10 (b).
“⊇“
Sei p ∈ Bdg̃

(M,a)\M . Weil M kompakt ist existiert ein q ∈M mit

dg̃(p, q) = dg̃(p,M) =: r.

Wegen p ∈ Bdg̃
(q, a) = B(q, a) existiert eine minimierende Geodätische Γgeo

von q nach p. Wir müssen zeigen, dass Γgeo die Hyperebene M senkrecht
schneidet. Dazu können wir annehmen, dass q in einem geodätischen Ball
B(p,R) mit Radius R > r um p enthalten ist.
d Ist dies nicht der Fall, finden wir gem. Lemma 2.11 eine Uniform-Normale-
Umgebung W von q. Sei p′ ∈ W \{q} ∩ Γgeo. Dann gilt dg̃(p

′, q) = dg̃(p
′,M).

Angenommen: Es existiert ein q′ ∈M : dg̃(p
′, q′) < dg̃(p

′, q), so haben wir,

dg̃(q
′, p) ≤ dg̃(q

′, p′) + dg̃(p
′, p) < dg̃(q, p

′) + dg̃(p
′, p) = L(Γgeo) = dg̃(q, p).

Dies ist ein Widerspruch! c
Sei η eine Parametrisierung von Γgeo nach der Bogenlänge und mit Anfangs-
punkt η(0) = p. Für X ∈ TqM existiert ein σ : (−ε, ε) → M ∩ B(p,R)
mit σ(0) = q und σ′(0) = X. Ferner definieren wir σ̃ := 1

r

(
exp−1

p ◦σ
)

:

(−ε, ε) → TpM̃ und

γ : (−ε, ε)× [0, r] → M̃ , (s, t) 7→ expp

(
tσ̃(s)

)
.

σ̃(0) hat in Normalkoordinaten (x1, . . . , xm+1) (vgl. Abschnitt 2.1.11) die
Form

σ̃(0) =
1

r
xi ∂

∂xi
.
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Wegen Bemerkung 2.10 hat daher σ̃(0) Länge 1 und es folgt γ(0, t) = η(t)
für alle t ∈ [0, r]. Es gilt,

V (r) = ∂sγ(0, r) = d
ds

∣∣
s=0

expp

(
rσ̃(s)

)
= d

ds

∣∣
s=0

σ(s) = X,

V (0) = ∂sγ(0, 0) = d
ds

∣∣
s=0

expp(0) = 0.

Daher folgt aus der Variationsformel (Lemma 2.7),

0 =
d

ds

∣∣∣
s=0

L(Γs) =
(
V (r)

∣∣η̇(r))
g̃
+

(
V (0)

∣∣η̇(0)
)

g̃
.

Also haben wir
(
X

∣∣η̇(r))
g̃

= 0. Da dies für alle X ∈ TqM richtig ist, folgt

η̇(r) = ±ν(q). Hiermit ergibt sich die Behauptung.
�

Wir nennen Ad := {ρ ∈ C∞(M); ‖ρ‖∞ < a} die Menge der zulässigen Funk-
tionen. Für ρ ∈ Ad definieren wir,

ϑρ : M → Ra , p 7→ expp

(
ρ(p)ν(p)

)
.

Korollar 4.4 Das Bild Mρ := im(ϑρ) von ϑρ ist eine kompakte, glatte, ein-
gebettete Hyperfläche von M̃ und es gilt ϑρ ∈ Diff(M,Mρ).

Beweis: Offenbar ist ϑρ glatt und injektiv. Insbesondere ist Mρ kompakt.
Wir setzen

Φρ : Ra → R , q 7→ Λ(q)− ρ
(
P (q)

)
.

Φρ ist glatt und es gilt q ∈Mρ ⇔ q ∈ Φ−1
ρ (0). Wir haben grad Φρ 6= 0:

Mit x ∈ Ra und s := P (x) sei

γ : (−a, a) → Ra , t 7→ exps

(
tν(s)

)
.

Dann haben wir für t0 := Λ(x) ∈ (−a, a):

(ρ ◦ P )∗
(
γ′(t0)

)
= (ρ ◦ P ◦ γ)′(t0) = 0,

(Λ)∗
(
γ′(t0)

)
= (Λ ◦ γ)′(t0) = (t)′(t0) = 1.

Aus dem Satz vom regulären Wert folgern wir, dass Mρ eine glatte, ein-
gebettete Hyperfläche von M̃ ist. Wegen P |Mρ ∈ C∞(Mρ,M) und ϑρ ∈
C∞(M,Mρ) sowie P |Mρ ◦ ϑρ = idM und ϑρ ◦ P |Mρ = idMρ folgt ϑρ ∈
Diff(M,Mρ).

�

Es sei nun ρ ∈ C∞(
(0, T ), C∞(M)

)
. Wir setzen:

ρ̂ : (0, T )×M → R , (t, p) 7→ ρ(t)(p).
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Lemma 4.5

(a) ρ̂ ∈ C∞(
(0, T )×M

)
.

(b) ∀ p ∈M : ρ̂(·, p) ∈ C∞(
(0, T )

)
und

∂n

∂tn
ρ̂(t, p) =

dn

dtn
ρ(t)(p).

Beweis:

(b) Sei (t0, p) ∈ (0, T )×M .

lim
t→t0

ρ̂(t, p)− ρ̂(t0, p)

t− t0
= lim

t→t0

ρ(t)(p)− ρ(t0)(p)

t− t0
=

d

dt
ρ(t0)(p).

Der Rest folgt durch Induktion.

(a) Sei (U,ϕ) eine Karte von M . Wir definieren,

ρ̂ϕ : (0, T )× ϕ[U ] → R , (t, x) 7→ ρ̂
(
t, ϕ−1(x)

)
.

Seien α ∈ Nm, n ∈ N und (t, x) ∈ (0, T )×ϕ[U ]. ∂n
t bezeichne die n-fache

partielle Ableitung nach der ersten Variable und ∂α = ∂α1
1 ∂α2

2 · · · ∂αm
m

bezeichne die partiellen Ableitungen bezüglich der zweiten Variable.

∂α∂n
t ρ̂ϕ(t, x) = ∂α∂n

t ρ̂
(
t, ϕ−1(x)

)
= ∂α

(
dn

dtn
ρ(t) ◦ ϕ−1

)
(x).

Wegen dn

dtn
ρ ∈ C

(
(0, T ), C∞(M)

)
folgt ∂α∂n

t ρ̂ϕ ∈ C
(
(0, T ) × ϕ[U ]

)
.

Hieraus ergibt sich die Behauptung.

�

Die Menge der zulässigen FunktionenAd ist eine offene Teilmenge von C∞(M).
Sei ρ ∈ C∞(

(0, T ), Ad
)
. Wir definieren,

Φρ̂ : (0, T )×Ra → R , (t, x) 7→ Λ(x)− ρ̂
(
t, P (x)

)
und

ϑρ̂ : (0, T )×M → Ra , (t, p) 7→ ϑ
(
p, ρ̂(t, p)

)
.

Sofern keine Verwechslungen zu befürchten sind, schreiben wir wieder Φρ

statt Φρ̂ bzw. ϑρ statt ϑρ̂. Außerdem setzen wir,

Mρ(t) := im(ϑρ(t)) = im
(
ϑρ(t, ·)

)
= {x ∈ M̃ ;x = ϑ

(
p, ρ̂(t, p)

)
, p ∈M} , t ∈ (0, T ).
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Aus Korollar 4.4 folgt, dass Mρ(t) eine glatte, kompakte, zusammenhängende

Hyperfläche von M̃ ist. Wegen Mρ(t) = Φ−1
ρ (t, ·)(0) ist Mρ(t) orientierbar

und wir erklären das äußere Einheitsnormalenfeld ν(t, ·) auf Mρ(t) am Punkt
x = ϑ

(
p, ρ̂(t, p)

)
durch

ν(t, p) :=
grad Φρ(t, x)

|grad Φρ(t, x)|g̃

∣∣∣∣
x=ϑ(p,ρ̂(t,p))

, (t, p) ∈ (0, T )×M.

Wir kommen nun zur Definition der Normalgeschwindigkeit. Sei (t, p) ∈
(0, T ) ×M und x = ϑ

(
p, ρ̂(t, p)

)
. Weil Ra offen ist, schließen wir aus den

Eigenschaften der Exponential-Abbildung (Lemma 2.8), dass es ein Intervall
(−b, b) gibt, so dass expx

(
rν(t, p)

)
definiert ist, und dass expx

(
rν(t, p)

)
∈ Ra

für alle r ∈ (−b, b) gilt. Wir definieren die Hilfsfunktion ψ durch

ψ(τ, r) := Λ
(
expx(rν(t, p))

)
− ρ̂

(
t+ τ, P (expx(rν(t, p)))

)
für (τ, r) ∈ (−t, T − t)× (−b, b). Es gilt ψ ∈ C∞(

(−t, T − t)× (−b, b)
)

und
ψ(0, 0) = Λ(x)− ρ̂(t, p) = 0.

∂2ψ(0, 0) = d
dr

∣∣
r=0

ψ(0, ·)

= Λ∗
(

d
dr

∣∣
r=0

expx(rν(t, p))
)
− ρ̂(t, ·)∗P∗

(
d
dr

∣∣
r=0

expx(rν(t, p))
)

= (Λ∗ − ρ̂(t, ·)∗P∗)ν(t, p)

=
(
grad Φρ(t, x)

∣∣ν(t, p))
g̃

= |grad Φρ(t, x)|g̃ 6= 0.

Aus dem Satz über implizite Funktionen folgt, dass es ein ε > 0 und eine
eindeutig bestimmte Funktion h ∈ C∞(

(−ε, ε),R
)

gibt mit ψ
(
τ, h(τ)

)
= 0

für τ ∈ (−ε, ε). Außerdem gilt

h′(0) =
−∂1ψ(0, 0)

∂2ψ(0, 0)
=

∂tρ̂(t, p)

|grad Φρ(t, x)|g̃

∣∣∣∣
x=ϑ(p,ρ̂(t,p))

.

Wir haben expx

(
h(τ)ν(t, p)

)
∈ Mρ(t+τ). Daher ist h(τ) der Zuwachs am

Punkt x = ϑ(p, ρ̂(t, p)) ∈ Mρ(t) in Richtung der äußeren Einheitsnormale
ν(t, p). Wir nennen h′(0) die Normalgeschwindigkeit V (t, p) von [t 7→ Mρ(t)]
bei t und x = ϑ(p, ρ̂(t, p)). D.h.

V (t, p) := h′(0) =
∂tρ̂(t, p)

|grad Φρ(t, x)|g̃

∣∣∣∣
x=ϑ(p,ρ̂(t,p))

.
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Für ρ ∈ C∞(
(0, T ), Ad

)
definieren wir Lρ := L(ρ) und Hρ := H(ρ) durch

Lρ(t, p) := |grad Φρ(t, x)|g̃
∣∣
x=ϑ(p,ρ̂(t,p))

, (t, p) ∈ (0, T )×M

bzw.
Hρ(t, p) := ϑ∗ρ(t)HMρ(t)

(p) , p ∈M.

Ferner setzen wir,

G(ρ) := Lρ

( 1∫
M
ϑ∗ρdoMρ

∫
M

Hρϑ
∗
ρdoMρ −Hρ

)
.

Wir betrachten nun die Evolutionsgleichung

dρ(t)

dt
= G

(
ρ(t)

)
, ρ(0) = ρ0. (4.1)

Sei 0 < β < 1. Eine Funktion ρ : [0, T ) → V := {f ∈ c1+β(M); ‖f‖1+β < a}
heißt klassische Lösung, wenn die Evolutiongleichung (4.1) punktweise erfüllt
ist und wenn ρ ∈ C

(
[0, T ),V

)
∩C∞(

(0, T ), C∞(M)
)

gilt. Sei ρ eine klassische
Lösung, t ∈ (0, T ) und x ∈ Mρ(t). Dann existiert ein eindeutiges p ∈ M mit
ϑρ(t)(p) = expp

(
ρ̂(t, p)ν(p)

)
= x. Daher haben wir

dρ

dt
(t)(p) = Lρ(t, p)

( 1∫
M
ϑ∗ρ(t)doMρ(t)

∫
M

Hρ(t)ϑ
∗
ρ(t)doMρ(t)

−Hρ(t)(p)
)
,

mit Lemma 4.5 folgt,

∂tρ̂(t, p)

|grad Φρ(t, x)|g̃

∣∣∣∣
x=ϑ(p,ρ̂(t,p))

= Hρ(t) − ϑ∗ρ(t)HMρ(t)
(p).

Also insgesamt,
V (t, p) = HMρ(t)

−HMρ(t)
(x).

Daher erfüllt die Familie {Mρ(t); t ∈ [0, T )} die Gleichung des gemittelten
mittleren Krümmungsfluss,

V = H −H , M0 = Mρ(0). (4.2)

4.2 Der Fluss in der Nähe von Sphären

Sei nun (M̃, g̃) = (Rm+1, η) mit der euklidischen Metrik η. Ferner sei (M, g) =
(Γ, η|Γ), wobei Γ ⊆ Rm+1 eine glatte, eingebettete Hyperfläche des Rm+1 ist,
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die kompakt, zusammenhängend und orientierbar ist. Unter diesen Voraus-
setzungen wird in [6] gezeigt, dass die Evolutionsgleichung (4.1) eine quasi-
lineare Struktur trägt, und dass sich auf sie ein allgemeines Resultat von H.
Amann über die Existenz und Eindeutigkeit von quasilinearen parabolischen
Problemen anwenden läßt. Hieraus erhält man, dass für ρ0 ∈ V Gleichung
(4.1) eine eindeutige lokale klassische Lösung besitzt.
In [6] wurde darüber hinaus folgendes gezeigt:

Satz 4.6

a) ρ0 ist genau dann ein Equilibrium von (4.1), wenn Mρ0 eine Sphäre ist.

b) Sei S ⊆ Rm+1 eine Sphäre. Dann existiert eine Umgebung W von 0 in
c1+β(S), so dass für alle ρ0 ∈ W die Lösung ρ(·, ρ0) von (4.1) global
existiert und exponentiell gegen eine Sphäre konvergiert für t → ∞,
wobei die Konvergenz in der Ck(S)-Topologie stattfindet für festes k ∈
N.

Im Schlussteil der Arbeit wollen wir ein Korollar beweisen, dass sich aus dem
Teil b) des Satzes ergibt.

Korollar 4.7 Konvexität ist nicht notwendig für die globale Existenz des ge-
mittelten mittleren Krümmungsfluß (4.2). Genauer existieren nicht-konvexe
Hyperflächen G, so dass die Lösung von (4.2) mit Anfangsbedingung M0 = G
global existiert und exponentiell gegen eine Sphäre konvergiert.

Für den Beweis des Korollars betrachten wir den Fall ebener Kurven.

Lemma 4.8 Sei I ⊆ R kompakt und f ∈ C2(I,R), so dass

γ : I → R2 , t 7→ (1 + f(t))(cos t, sin t)

eine reguläre Kurve ist. Dann gilt für die Krümmung κ von γ,

κ(t) =
1−

(
1 + f(t)

)
f̈(t) + 2f(t) +

(
f(t)

)2
+ 2

(
ḟ(t)

)2[(
1 + f(t)

)2
+

(
ḟ(t)

)2]3/2
.

Für f(t) � 1 und ḟ(t) � 1 haben wir daher,

κ(t) ≈ 1− f̈(t).

Beweis: Nach [1], Satz VIII.2.10 gilt,

κ =
ẋÿ − ẏẍ(

(ẋ)2 + (ẏ)2
)3/2

,
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mit x(t) :=
(
1 + f(t)

)
cos t und y(t) :=

(
1 + f(t)

)
sin t. Wir berechnen,

ẋ(t) = −
(
1 + f(t)

)
sin t+ ḟ(t) cos t,

ẍ(t) = −2ḟ(t) sin t+ (f̈(t)− f(t)− 1) cos t,

ẏ(t) = ḟ(t) sin t+
(
1 + f(t)

)
cos t,

ÿ(t) = (f̈(t)− f(t)− 1) sin t+ 2ḟ(t) cos t.

Zur Abkürzung setzen wir, a := a(t) := −
(
1 + f(t)

)
, b := b(t) := ḟ(t) und

c := c(t) := f̈(t)− f(t)− 1. Damit erhalten wir,

ẋ(t)ÿ(t)− ẏ(t)ẍ(t)

= (a sin t+ b cos t)(c sin t+ 2b cos t) + (a cos t− b sin t)(c cos t− 2b sin t)

= ac sin2 t+ 2ab sin t cos t+ bc sin t cos t+ 2b2 cos2 t+ ac cos2 t

−2ab sin t cos t− bc sin t cos t+ 2b2 sin2 t

= ac+ 2b2

= −(1 + f(t))(f̈(t)− f(t)− 1) + 2
(
ḟ(t)

)2

= 1−
(
1 + f(t)

)
f̈(t) + 2f(t) +

(
f(t)

)2
+ 2

(
ḟ(t)

)2
.

Wegen (
ẋ(t)

)2
+

(
ẏ(t)

)2
= (a sin t+ b cos t)2 + (b sin t− a cos t)2

= a2 + b2

=
(
1 + f(t)

)2
+

(
ḟ(t)

)2

folgt die Behauptung.
�

Für ρ ∈ c1+β(S1) setzen wir wieder

ϑρ : S1 → R2 , p 7→ p+ ρ(p)ν(p),

sowie Γρ := im(ϑρ).
Um das Korollar zu beweisen, zeigen wir, dass in jeder Umgebung W von 0
in c1+β(S1) ein ρ0 ∈ W existiert, so dass Γρ0 eine nicht-konvexe Kurve ist.
Wir geben zunächst einen glatten Atlas für S1 an. Seien

U+
x := {(x, y) ∈ S1 ; x > 0} , U−

x := {(x, y) ∈ S1 ; x < 0},

U+
y := {(x, y) ∈ S1 ; y > 0} , U−

y := {(x, y) ∈ S1 ; y < 0},
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sowie

ϕ+
x : U+

x → (−1, 1) , (x, y) 7→ y , ϕ−x : U−
x → (−1, 1) , (x, y) 7→ y,

ϕ+
y : U+

y → (−1, 1) , (x, y) 7→ x , ϕ−y : U−
y → (−1, 1) , (x, y) 7→ x.

Dann rechnet man leicht nach, dass

A := {(U+
x , ϕ

+
x ), (U−

x , ϕ
−
x ), (U+

y , ϕ
+
y ), (U+

y , ϕ
+
y )}

ein glatter Atlas für S1 ist.
Beweis:[von Korollar 4.7] Sei n ∈ N×. Wir definieren folgende Abbildungen,

ψ : U+
x → (−π/2, π/2) , (x, y) 7→ arcsin y,

fn : (−π/2, π/2) → R , t 7→

{
1
n2 (nt− 1)3(nt+ 1)3 , t ∈ [−1/n, 1/n]

0 , t /∈ [−1/n, 1/n]
,

und

vn : S1 → R , p 7→
{

(fn ◦ ψ)(p) , p ∈ U+
x

0 , p /∈ U+
x

.

f2

Offensichtlich gilt,

supp(vn) ⊆ {(x, y) ∈ U+
x ;− sin 1 ≤ y ≤ sin 1} für alle n ∈ N×.
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Im ersten Schritt zeigen wir vn →‖ ‖1+β
0 für n → ∞. Dazu ist es sinnvoll,

einen anderen Atlas zu verwenden. Wir stellen fest, dass (U+
x , ψ) eine Karte

von S1 ist. Denn es gilt ψ = arcsin ◦ϕ+
x . Daher ist ψ ein Homöomorphismus

auf sein Bild und die Kartenwechsel sind glatt. Außerdem gilt

ψ−1(t) = (ϕ+
x )−1 ◦ sin(t) =

(
(1−sin2 t)1/2, sin t

)
= (cos t, sin t) , t ∈ (−π/2, π/2).

Wir setzen weiter,

Ũ+
y := {(x, y) ∈ S1 ; y > sin 1} , Ũ−

y := {(x, y) ∈ S1 ; y < − sin 1}

und
ϕ̃+

y := ϕ+
y |Ũ+

y , ϕ̃−y := ϕ−y |Ũ−
y .

Dann ist
Ã := {(U+

x , ψ), (U−
x , ϕ

−
x ), (Ũ+

y , ϕ̃
+
y ), (Ũ+

y , ϕ̃
+
y )}

ein glatter Atlas und Ã ist äquivalent zu A. Wir berechnen ‖vn‖1+β bezüglich
des Atlas Ã.
Sei {π1, π2, π3, π4} eine der offenen Überdeckung O := {U+

x , U
−
x , Ũ

+
y , Ũ

−
y } un-

tergeordnete glatte Zerlegung der Eins. Nach Konstruktion der Überdeckung
O existiert ein j ∈ {1, 2, 3, 4} mit

πj ◦ ψ−1
∣∣
[−1,1]

≡ 1.

Damit folgt,
‖vn‖1+β = ‖ψ∗(πjvn)‖1+β = ‖fn‖1+β.

Wir berechnen:

ḟn(t) =

{
3
n

(
(nt− 1)2(nt+ 1)3 + (nt− 1)3(nt+ 1)2

)
, t ∈ [−1/n, 1/n]

0 , t /∈ [−1/n, 1/n]
,

und
f̈n(t) ={

6(nt− 1)(nt+ 1)3 + 18(nt− 1)2(nt+ 1)2 + 6(nt− 1)3(nt+ 1)
)

, t ∈ [−1/n, 1/n]

0 , t /∈ [−1/n, 1/n]
.

Daher haben wir

‖fn‖∞ = 1/n2‖f1‖∞ → 0 für n→∞

und
‖ḟn‖∞ = 1/n‖ḟ1‖∞ → 0 für n→∞.
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ḟ2

f̈2

Es bleibt noch zu zeigen,

[ḟn]β → 0 für n→∞.
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Sei s, t ∈ [−π/2, π/2] mit s 6= t.

(i) 1. Fall, s, t ∈ [−1/n, 1/n].

|ḟn(s)−ḟn(t)|
|s−t|β = |s− t|1−β |ḟn(s)−ḟn(t)|

|s−t|

≤ ( 2
n
)1−β supτ∈[−1/n,1/n] |f̈n(τ)|

= ( 2
n
)1−β supτ∈[−1,1] |f̈1(τ)|.

(ii) 2. Fall, s ∈ (−1/n, 1/n), t ∈ [1/n, π/2].
Wegen |s− t| = t− s ≥ 1/n− s = |s− 1/n| folgt,

|ḟn(s)−ḟn(t)|
|s−t|β ≤ |ḟn(s)−ḟn(1/n)|

|s−1/n|β

≤ ( 2
n
)1−β supτ∈[−1,1] |f̈1(τ)|.

(iii) 3. Fall, s ∈ (−1/n, 1/n), t ∈ [−π/2,−1/n].
Es folgt analog zu (ii)

|ḟn(s)−ḟn(t)|
|s−t|β ≤ ( 2

n
)1−β supτ∈[−1,1] |f̈1(τ)|.

(iv) In den übrigen Fällen gilt,

|ḟn(s)−ḟn(t)|
|s−t|β = 0.

Damit haben wir gezeigt,

[ḟn]β ≤ (
2

n
)1−β sup

τ∈[−1,1]

|f̈1(τ)| → 0 für n→∞.

Also insgesamt,

‖vn‖1+β = ‖fn‖1+β → 0 für n→∞.

Schließlich müssen wir noch zeigen, dass Γn := Γvn eine nicht-konvexe Kurve
ist. Eine Parametrisierung von Γn ist gegeben durch,

γn : [−π, π] → R2 , t 7→
(
1 + vn(cos t, sin t)

)(
cos t, sin t

)
.

Damit erhalten wir,

γn(t) =

{ (
1 + fn(t)

)(
cos t, sin t

)
, t ∈ (−π/2, π/2)(

cos t, sin t
)

, t /∈ (−π/2, π/2)
.
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Für n > 1 ist γn eine reguläre C2-Kurve und mit fn(0) = −1/n2, ḟn(0) = 0
und f̈n(0) = 6 folgt aus Lemma 4.8,

κγn(0) =
1− (1− 1/n2)6− 2/n2 + 1/n4

|1− 1/n2|3
< 0.

Offenbar gilt κγn(t) = 1 für t /∈ [−1/n, 1/n], was beweist, dass Γn eine nicht-
konvexe Kurve ist für n > 1.

�

Γ2



Anhang A

Eine numerische Simulation

Auf den folgenden Grafiken ist eine numerische Simulation des gemittelten
mittleren Krümmungsfluss mit Anfangsfläche Γ(0) = Γ2 (vgl. Abschnitt 4.2)
zu sehen. Hierbei zeigt die gestrichelte Kurve jeweils die Anfangskurve Γ2 und
die andere Kurve zeigt Γ(t) für verschiedene t > 0. Die numerische Simulati-
on beruht auf einem semi-impliziten Finite-Differenzen Verfahren in der Zeit
mit polygonaler Approximation der Kurve. Für Details verweisen wir auf [12].
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[2] H. Amann, J. Escher. Analysis III. Birkhäuser-Verlag, 2000.
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