Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung

2 Grundlagen und Definitionen
2.1 Differentialgeometrie . . . . . . .. ... L
2.1.1 Topologische Mannigfaltigkeiten . . . . . . . .. .. ..
2.1.2  Glatte Mannigfaltigkeiten . . . . . .. ... ... ...
2.1.3 Vektorbiindel . . . . . ... ... ... ...
2.1.4 Lokale und globale Schnitte von Vektorbiindeln . . . .
2.1.5 Lokale und globale Rahmen . . . . .. .. .. ... ..
2.1.6 Riemannsche Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . ..
2.1.7 Linearer Zusammenhang . . . . . . .. ... .. ... ..
2.1.8 Kovariante Ableitung . . . . . . . ... ... ...
2.1.9 Geodatische . . . . ...
2.1.10 Der Riemannsche Zusammenhang . . . . . .. ... ..
2.1.11 Exponential-Abbildung . . . . . . . .. ... ... ...

2.1.12 Riemannsche Untermannigfaltigkeiten und zweite Fun-
damentalform . . . . . ... ... 0L

2.1.13 Die mittlere Kriimmung von Hyperflichen . . . . . . .
2.2 Topologische Hilfsmittel . . . . . ... ... ... .......
2.2.1 [Initialtopologie . . . . . . . . ... ...
2.2.2 Lebesguescher Uberdeckungssatz . . . . ... .. ...
2.2.3 Stetige Einbettungen . . . . . . ... ..o

3 Kleine Hoélderrdume
3.1 Holder-Stetigkeit . . . . . .. ..o oo
3.2 Kleine Holderrdume - Lokale Theorie . . . . . . ... ... ..
3.3 Kleine Holderrdume - Globale Theorie . . . . . . . . . .. ..



2 INHALTSVERZEICHNIS

4 Mittlerer Kriimmungsfluss 53
4.1 Der Fluss auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten . . . . . . .. 53
4.2 Der Fluss in der Nahe von Sphéren . . . . . .. .. ... ... 59

A Eine numerische Simulation 67

Literaturverzeichnis 73



Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir uns mit dem gemittelten mittleren Kriitmmungs-
fluss beschéftigen. Dies bedeutet, wir geben uns eine kompakte, zusammen-
héngende, eingebettete Hyperfliche G C R™ mit bestimmter Regularitét vor
und suchen eine Familie M = {M,;;t > 0} von Hyperflichen des R™, die
glatt sind fiir ¢ > 0 und die folgende Evolutionsgleichung erfiillen:

V:ﬁ_HJ M0:g7 (11)

hierbei steht V'(¢) fiir die Normalgeschwindigkeit von M zur Zeit t und H(t)
steht fiur die mittlere Kriimmung von M;. Schlielich bezeichnet H(t) die
gemittelte mittlere Kriimmung von M;, d.h.,

fMt H(t)do(t)
fMt do(t) '

wobei o(t) das Volumenmafl auf M; bezeichnet. Offensichtlich gilt

H(t) = Hy, =

[ () - Ho)dott) = 12)

Wenn M, fiir alle ¢ > 0 ein ein wohldefiniertes, messbares Gebiet Q(t) C R™
umschliefit, kann man zeigen, dass (1.2) dquivalent ist zu der Aussage, dass
der mittlere Kriimmungsfluf§ das Volumen vol(Q(t)) des umschlossenen Ge-
bietes zeitlich konstant 1&8t. Deshalb heifit (1.1) auch volumenerhaltender
mittlerer Kriitmmungsfluss. Es wurde von G. Huisken [9] (und M. Gage [7]
im Fall ebener Kurven) gezeigt, dass die Evolutionsgleichung (1.1) fiir glatte
und gleichméfig konvexe Anfangsflichen eine globale Losung hat, die expo-
nentiell gegen eine Sphére konvergiert. Ausgehend von einem Resultat von
J. Escher und G. Simonett [6] wollen wir zeigen, dass die Konvexitidt der
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Anfangsflache nicht notwendig ist fiir die globale Existenz einer Losung des
volumenerhaltenden mittleren Kriimmungsfluss. Dies wird das Hauptresultat
der Arbeit sein.

Auf dem Weg dorthin wollen wir im allgemeinen Riemannschen Rahmen die
Gleichung des volumenerhaltenden mittleren Kriimmungsfluss analysieren.
Dazu gehen wir folgendermaflen vor:

In Kapitel 2 wollen wir Grundlagen und Definitionen (hauptséchlich aus dem
Gebiet der Differentialgeometrie) bereitstellen. In [6] wird gezeigt, dass (1.1)
unter bestimmten Bedingungen dquivalent ist zu einer abstrakten quasilinea-
ren parabolischen Evolutionsgleichung. Hierbei spielen die kleinen Holder-
rdume, mit denen wir uns in Kapitel 3 beschéftigen, eine wichtige Rolle. In
Kapitel 4 leiten wir zunéchst die abstrakte Evolutionsgleichung im Riemann-
schen Fall her. Anschliefend wollen wir das oben erwahnte Hauptresultat
beweisen. Im Anhang sind Resultate einer von Prof. Dr. U. F. Mayer durch-
gefithrten numerischen Simulation des gemittelten mittleren Kriitmmungsfiuss
enthalten. Dort ist in beeindruckender Weise zu sehen, wie eine nicht-konvexe
Anfangskurve unter der Evolutionsgleichung (1.1) gegen einen Kreis strebt.

Schlieflich mochte ich an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. J. Escher und Herrn
Prof. Dr. J. Heine fiir die freundliche Unterstiitzung wéhrend meiner gesam-
ten Studienzeit herzlich danken. Insbesondere danke ich Herrn Prof. Dr. J.
Escher fiir die hervorragende Betreuung beim Anfertigen meiner Diplomar-
beit. Auflerdem gilt mein Dank auch Herrn Prof. Dr. U. F. Mayer fiir das
Durchfithren der numerischen Berechnungen und das zur Verfiigung stellen
der Grafiken.

Hannover im Juli 2003 C. Kneisel



Kapitel 2

Grundlagen und Definitionen

2.1 Differentialgeometrie

2.1.1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Ein topologischer Raum (M, 7) heift m-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit : <

e (M, ) ist ein Hausdorff-Raum.
e (M,T) ist ein Ay-Raum.

e (M, 1) ist lokal euklidisch. D.h. jeder Punkt von M hat eine Umgebung,
die homGomorph zu einer offenen Teilmenge des R™ ist.

Anmerkung: Man braucht einen tiefgehenden Satz von Brouwer, um zu zei-
gen, dass die Dimension einer topologischen Mannigfaltigkeit eindeutig be-
stimmt ist. Falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreiben wir M
statt (M, 7). Sei M eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Eine Karte von M ist ein Paar (U, ¢), wobei U eine offene Teilmenge von M
und ¢ : U — R™ ein Homéomorphismus auf sein Bild ist. Firp e U C M
nennen wir (U, ¢) Karte von M um p. Man nennt zwei Karten (U, ) und
(V,4) C*kompatibel fiir & € N U {oo}, wenn entweder U NV = ) oder
¢ o Yt e Diff*(¢[U N V], ¢[U N V]) gilt. Ein C*-Atlas von M ist eine
Familie {(U,, ¢a); @ € A} von Karten mit:

o (Us, pa) ist C*-kompatibel mit (Ug, pp) fiir (o, 8) € A x A.

o UpenUa =M.
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Man nennt einen C*-Atlas A = {(Ua, ¢a); @ € A} maximal, wenn jede Kar-
te (V,4), die mit jedem (U,,p,) kompatibel ist, selbst zu A gehort. Als
CF-Struktur auf M bezeichnen wir einen maximalen C*-Atlas. Eine C*-
Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M,.A) bestehend aus einer m-dimensionalen
topologischen Mannigfaltigkeit M und einer C*-Struktur A.

2.1.2 Glatte Mannigfaltigkeiten

Im folgenden betrachten wir glatte Mannigfaltigkeiten, d.h. m-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeiten mit einer C*°-Struktur 4. Sind keine Mif-
verstandnisse zu befiirchten, schreiben wir wieder M statt (M, A).

Lemma 2.1 Sei M eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Dann
qilt:

(a) Jeder glatte Atlas von M ist in einem eindeutigen, mazximalen, glatten
Atlas enthalten.

(b) Zwei glatte Atlanten von M bestimmen denselben mazimalen, glatten
Atlas genau dann, wenn deren Vereinigung wieder ein glatter Atlas ist.

Beweis: Siehe [11], Lemma 1.10.
U

Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und (E, ||||) sei ein (reel-
ler) Banachraum (wir wollen in der gesammten Arbeit stets reelle Vektorréu-
me betrachten). Fiir k € NU {oo} gehért f: M — E zur Klasse C*(M, E),
falls fiir jedes p € M eine Karte (U, ¢) von M um p existiert, mit

fop e CHy[U), E).

Der wichtigste Spezialfall hierbei ist £ = R. Zur Abkiirzung setzen wir
Ck(M) := C*(M,R).

Seien nun M und N glatte Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n. Fiir
k € NU{oo} gehort f : M — N zur Klasse C*(M, N), falls fiir jedes p € M
eine Karte (U, ¢) von M um p und eine Karte (V) von N um f(p) existiert,
so dass:
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Wir nennen f : M — N einen C*-Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und
f € C¥(M, N) sowie f~1 € C*(N, M) gilt. Die Menge der C*-Diffeomorphis-
men von M nach N bezeichnen wir mit Diff*(M, N'). AuBerdem setzen wir
Diff(M, N) := Diff (M, N). Wir wollen noch ein wichtiges Lemma angeben,
dass wir im Folgenden o6fters benutzen werden.

Lemma 2.2 (Existenz einer glatten Zerlegung der Eins) Sei M eine
glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und X = {X,}aca sei eine offene
Uberdeckung von M, dann existiert eine glatte Zerlequng der Eins, die X
untergeordnet ist.

Beweis: Siehe [11], Theorem 2.25.

2.1.3 Vektorbiindel

Sei (M, T) ein topologischer Raum. Ein (reelles) Vektorbiindel von Rang k €
N iiber M ist ein topologischer Raum (V| o) zusammen mit einer surjektiven,
stetigen Abbildung 7 : V' — M mit den Eigenschaften

(i) Fiir jedes p € M hat die Menge V,, := 7~ *(p) C V eine reelle Vektor-
raumstruktur und dim 'V, = k.

(ii) Es existiert eine offene Uberdeckung {Uy }aea von M sowie Homoomor-
phismen @, : 771(U,) — U, x R*, so dass das folgende Diagramm

UL 22 U, x R

R
U —— U,

fiir alle « € A kommutativ ist, und dass fiir jedes ¢ € U, die Einschran-
kung ®|V, ein linearer Isomorphismus von V, nach {q} x R¥ = R* ist.

Wenn M und V glatte Mannigfaltigkeiten sind, und die {®,, },ca Diffeomor-
phismen sind, nennt man V' ein glattes Vektorbiindel (iiber M). Beispiele :
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Man definiert das Tangentialbiindel 7'M
durch

™ = [[ T,M.

peEM



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND DEFINITIONEN

(i) Das Tangentialbiindel 7'M ist ein glattes Vektorbiindel.

(ii) Die Produktmannigfaltigkeit M x R*¥ mit 7 = 7, : M x R¥ — RF ist
ein glattes Vektorbiindel.

Ein glattes Vektorbiindel V heift trivial, wenn es diffeomorph zu M x R ist.

2.1.4 Lokale und globale Schnitte von Vektorbiindeln

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 7 : V' — M ein glattes Vektorbiindel
iiber M. Eine Abbildung ¢ : U — V einer offenen Teilmenge U C M heifit
Schnitt von V iiber U, falls m o 0 = idy gilt, d.h. Vp € U : o(p) € V,. Im
Fall U = M heifit o globaler, im Fall U C M lokaler Schnitt. o heifit glatter
Schnitt, falls o glatt ist als Abbildung von U nach V.

2.1.5 Lokale und globale Rahmen

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, 7 : V' — M ein Vektorbiindel und U C M
eine offene Menge. Schnitte {oy,...,0%} von V iiber U heiflen unabhéngig,
falls fiir jedes p € U ihre Werte {o1(p),...,ox(p)} linear unabhingig in V,
sind. Man sagt sie spannen V' auf, falls

span{oy(p),...,ok(p)} =V, fiir alle p € U.

Ein Rahmen fiir V iiber U ist ein geordnetes k-Tupel (oy,...,0%) von un-
abhéngigen Schnitten iiber U, die V' aufspannen. D.h. fiir alle p € U ist
(01(p), ..., 0k(p)) eine (geordnete) Basis fiir V,. Im Fall U = M nennt man
den Rahmen global, sonst lokal. Ein lokaler oder globaler Rahmen heifit glatt,
wenn jeder Schnitt o; , ¢ € {1,...,k} glatt ist. Wir wollen noch einen Zu-
sammenhang zwischen Rahmen und Vektorbiindeln angeben, den wir spéter
benutzen werden.

Lemma 2.3 Ein glattes Vektorbiindel ist genau dann trivial, wenn es einen
glatten, globalen Rahmen besitzt.

Beweis: Siche [11], Corolarry 5.11.
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2.1.6 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Unter einer Riemann-
schen Metrik g = gy auf M verstehen wir ein glattes, kovariantes 2-Tensor-
Feld, d.h. einen glatten Schnitt des Tensorbiindels T M, das symmetrisch
und positiv definit ist. Dies bedeutet insbesondere, dass fiir jedes p € M die
Abbildung ¢ ein Skalarprodukt auf 7,/ definiert.

gP)(X,Y) = g0)(Y, X),9(0)(Z, Z) > 0,1Z], == (9(p)(Z, 2)) ",
fir X,Y,Z € T,M mit Z # 0.

Manchmal schreiben wir auch (X|Y'), fiir das von ¢ induzierte Skalarprodukt
von X mit Y. Das Paar (M, g) heifit Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein of-
fensichtliches Beispiel fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist (R™, ) mit
der euklidischen Metrik 7, d.h. fiir alle z € R™ ist n(z) das gewdhnliche eu-
klidische Skalarprodukt auf 7, R™ unter der Identifikation 7T, R™ = R™. Wir
wollen anmerken, dass eine Riemannsche Metrik keine Metrik im topologi-
schen Sinn ist. Damit keine Verwechslungen entstehen, soll mit dem Wort
Metrik allein, immer Metrik im topologischen Sinn gemeint sein. Aus einem
Satz von Alexandroft und Urysohn iiber das Metrisationsproblem folgt, dass
jede topologische Mannigfaltigkeit (M, 7), so wie sie oben definiert wurde,
metrisierbar ist.
Beweis: (M, 1) ist lokal euklidischer Ts-Raum = (M, 7) ist lokal kompakter
Ty-Raum = (M, 1) ist regulér.
Dabher ist also (M, 7) ein reguldrer As-Raum. = Beh.

0

Im Fall einer zusammenhéngenden Riemannschen Mannigfaltigkeit 148t sich
explizit eine solche Metrik angeben: Sei I' C M eine kompakte, glatte Kurve
und 7 : [a,b] — M eine Parametrisierung von I'. Dann definieren wir die
Lénge von I' durch

L) = [ B

L,(T") ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Parametrisierung. Es sei
I ein kompaktes, perfektes Intervall. Der stetige Weg v € C(I, M) heifit
stiickweise glatt in (M, g), falls es eine Zerlegung Z = (ap,...,q,) von [
gibt, so dass

Vo= ’)/HOéj_l,Oéj] S COO([()(]'_1,(I]'],M) firj=1,...,n.

Der stiickweise glatte Weg n € C(J, M) beziiglich der Zerlegung
Z'=(Bo, ..., n) von J heiit C*°-Umparametrisierung von -, falls es
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C*>°-Parameterwechsel

¢; € Diff([aj-1, 5], [Bj-1, B5])

gibt, mit v; = njop; fiir j = 1,...,n. Auf der Menge aller stiickweise glatten
Wege in (M, g) wird eine Aquivalenzrelation ~ durch

v ~ 1 :& 17 ist eine Umparametrisierung von -y

erklart.

Die entsprechenden Aquivalenzklassen heifien stiickweise glatte Kurven (in
(M, g)). Jeder Reprisentant einer stiickweise glatten Kurve I' ist eine stiick-
weise C®°-Parametrisierung von I'. Ist v € C(I, M) eine stiickweise C*°-
Parametrisierung von I', so schreibt man symbolisch ' = Z?:l I';, wobei
[ =yl firj=1,...,ngilt. EsseiI eine stiickweise glatte Kurve in (M, g)
mit der Parametrisierung v € C(I, M) zur Zerlegung Z = (ay, . .., a,). Dann
wird die Lange von I'" durch

L) =Y L) =3 [ Fold

erklart. AuBerdem definieren wir fiir I = [a,b] den Anfangspunkt Ar, bzw.
den Endpunkt Er, durch Ar := v(a) bzw. Er := ~(b).

Sei (M, g) eine zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir set-
zen: d, : M x M — R,

(p,q) — inf{L,(I"); ' C M stiickw. glatte Kurve mit Ar = p und Er = ¢},

d, heifft Riemannsche Abstandsfunktion.

Satz 2.4 Sei (M,g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Topologie 7. Dann ist d, eine Metrik und es gilt :
(M, 1) =(M,74,).

Beweis: Siehe [11], Proposition 11.20.

2.1.7 Linearer Zusammenhang

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir schreiben 7 (M) fiir den Raum der
glatten Schnitte von TM. Fir X € T (M) bezeichne X |, den Wert von X an
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der Stelle p € M.
Ein linearer Zusammenhang ist eine Abbildung

V:T(M)xT(M)—T(M)
geschrieben als (X,Y) — VY, so dass folgendes gilt :

(a) V ist linear iiber C*°(M) im ersten Argument,
Vf,g € COO(M)VXl,XQ,Y € T(M) . VfX1+gX2Y = fVX1Y+gVX2Y.

(b) V ist linear {iber R im zweiten Argument,
Va,be RYX,Y1,Ys € T(M): V(aYs +bYs) = aVy Vi + bV Vs,

(¢) V erfiillt die folgende Produktregel,
Ve Co(MVX,Y € T(M): Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y.

In [10], Lemma 4.2 wird gezeigt, dass VxY nur von den Werten von Y in ei-
ner beliebigen Umgebung von p und dem Wert von X an der Stelle p abhéngt.
Man kann daher einen linearen Zusammenhang in lokalen Koordinaten “aus-
rechnen”. Sei (04, . .., 0,,) ein auf einer offenen Menge U C M definierter glat-
ter Rahmen fiir 7'M . Dann gibt es glatte Funktionen Ffj, i, ke {l,...,m}
auf U mit
V.05 = Ffjak.

Die Funktionen Ff’j heiflen Christoffel-Symbole von V beziiglich des Rahmens
(01, ..., 0m). Wir wollen den linearen Zusammenhang benutzen, um zu erkla-
ren, was Geoditische sind. Die Geodétischen spielen in der Riemannschen
Geometrie dieselbe Rolle, wie die Geraden in der Euklidischen Geometrie. In
der Euklidischen Geometrie ist die Gerade die kiirzeste Verbindung zwischen
zwei Punkten. Dies ist zumindest lokal auch fiir Geodétische richtig. Eine
weitere Figenschaft von Geraden ist, dass sie nicht gekriimmt sind, in der
Sprache der Analysis bedeutet dies, dass ihre zweite Ableitung verschwindet.
Bei den Geodaétischen tritt an die Stelle der zweiten Ableitung die kovariante
Ableitung.

2.1.8 Kovariante Ableitung

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und v : I — M ein glatter Weg. Eine
Abbildung V' : I — TM mit V(t) € T,uM fiir jedes t € I heiBit Vektor-
feld entlang v. Wir bezeichnen mit 7 () den Raum der glatten Vektorfelder
entlang . Ein Vektorfeld V' entlang v heifit fortsetzbar, falls ein Vektor-
feld V existiert, welches auf einer Umgebung von im(y) definiert ist und
V(t) = V|, fiir alle ¢ € T erfiillt. Sei V ein linearer Zusammenhang auf M.
Fiir jeden glatten Weg v : I — M bestimmt V einen eindeutigen Operator
Dy : T(v) — 7 () mit den folgenden Eigenschaften:
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(a) Dy ist linear iiber R
Va,b e RYV,W € T(v) : Di(aV +bW) = aD,V + bD,WV.

(b) Dy erfiillt die folgende Produktregel,
Ve C®(M)VV €T (vy): Di(fV)=fV+ fD,V.

(c) Sei V' € T(y) fortsetzbar, dann gilt fiir jede Fortsetzung V von V
DV (t) = Vi V.

Fiir jedes V' € T () heifit D,V kovariante Ableitung von V' entlang ~.

2.1.9 Geodatische

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem linearen Zusammenhang V,
und sei v : I — M ein glatter Weg. Der Weg v heifit Geodétische beziiglich
V, falls gilt

Dy =0.

Diese Gleichung wollen wir in lokalen Koordinaten ausdriicken. Sei ty € I und
(U, p) sei eine Karte von M um v(ty) mit ¢ = (x!,...,2™). In Komponenten
hat v die Form ~(t) = (x'(t),...,2™(t)). Damit erhalten wir als fiquivalente
Formulierung die sogenannte Geodéatischengleichung

B (t) + @' ()i ()5 (x(t) = 0

fiir die Komponentenfunktionen von ~. Hierbei haben wir die Einsteinsche
Summenkonvention benutzt, die wir im folgenden ohne weiteren Kommentar
gebrauchen werden. Man kann nun den Satz von Picard-Lindel6f benutzen,
um folgendes zu beweisen:

Satz 2.5 (Existenz und Eindeutigkeit von Geoditischen) Sei M eine
glatte Mannigfaltigkeit mit einem linearen Zusammenhang V. Fiir jedes p €
M, jedes V € T,M und jedes ty € R existiert ein offenes Intervall I C R
mit ty € I und eine Geoddtische v : I — M mit v(ty) = p, J(to) = V. Je
zwei solche Geoddtische stimmen auf threm gemeinsamen Definitionsbereich
tiberein. Insbeondere existiert eine eindeutig bestimmte maximale Geoddtische
(d.h. eine maximale Lisung).

Beweis: Siehe [10], Theorem 4.10.
UJ

Im folgenden setzen wir ¢y = 0 und bezeichnen mit ~y fir V' € T,M die
eindeutig bestimmte maximale Geodatische mit 7(0) = p und 4(0) = V.
Manchmal nennen wir 7y einfach die Geodétische.
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2.1.10 Der Riemannsche Zusammenhang

Sei (M, g) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein linearer Zusammen-
hang V heifit Riemannscher Zusammenhang, falls er mit dem Skalarprodukt
vertréglich ist und symmetrisch ist. Wir fiigen daher noch zwei weitere Punk-
te zu den oben beschriebenen Eigenschaften eines linearen Zusammenhangs
hinzu.

(d) V ist mit dem Skalarprodukt vertraglich,
VXY, Z € T(M): Vx(Y|Z), = (VxY|2), + (Y|VxZ),.

(e) V ist symmetrisch,
VXY € T(M): VyY — VyX = [X,Y].

Hierbei gilt Vx(Y'|Z), := X((Y|Z),) und [X, Y] steht fiir die Lie-Klammer
von X und Y.

Satz 2.6 (Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie)

Sei (M,g) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein ein-
deutig bestimmter Riemannscher Zusammenhang V auf M, manchmal auch
Levi-Civita-Zusammenhang genannt.

Beweis: Siche [10], Theorem 5.4.
U

Im folgenden wollen wir unter einem linearen Zusammenhang auf einer glat-
ten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) stets einen Riemannschen Zusam-
menhang verstehen. Auch Geodétische auf M sind dabei stets im Bezug auf
den Riemannschen Zusammenhang zu verstehen.

Es sei I := [a, b] eine kompaktes, perfektes Intervall und € > 0. Wir nennen
einen Weg 1 : I — M regulér in (M, g), falls n glatt ist und 7(¢) # 0 fiir alle
t € I gilt. Der stetige Weg n € C(I, M) heifit stiickweise regulér in (M, g),
wenn es eine Zerlegung Z = (o, ..., a,) von I gibt, so dass n|[a;_1, o] ein
reguldrer Weg ist fiir j = 1,...,n. Analog zu Abschnitt 2.1.6 erkldren wir
stiickweise regulidre Kurven als Aquivalenzklassen dieser Wege. Wir wollen
festhalten, dass stiickweise reguldre Kurven immer nach der Bogenldnge pa-
rametrisiert werden kénnen. Sei n : [ — M ein stiickweise reguldrer Weg.
Eine Funktion v € C((—¢,¢) x I, M) heifit Variation von 7, wenn gilt:

e Es existiert eine Zerlegung Z = (o, ..., ay,) von I, so dass v|(—¢, &) X
[aj_1, 4] glatt ist fir j =1,...,n.

o 7, :=(s,-) ist ein stiickweise regulidrer Weg fiir alle s € (—¢, ¢).
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o Y(t) =n(t) fiir alle t € 1.

Zur Abkiirzung setzen wir I'y := [v;] sowie V() := 0y7(0,t) und erhalten
folgendes Lemma.

Lemma 2.7 (Erste Variationsformel) Sei V¥ eine stickweise requlire Kur-
veundn : I — M eine Parametrisierung von W nach der Bogenldinge. Ferner
sei vy : (—e,e) x I — M eine Variation von n. Dann gilt,

% L) = (V@) (V(a)ia),- / (V\Dm)gdt—i (V)| A,

wobei N;1) = (o) —n(a;) der “Sprung” von 1 an der Stelle «; ist.

Beweis: Siehe [10], Proposition 6.5.

2.1.11 Exponential-Abbildung

Sei (M, g) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir setzen £ := {V €
TM;dom(yy) 2 [0,1]} und definieren die Exponential-Abbildung

exp: & —= M,V — v (1).

Fiir jedes p € M bezeichnen wir mit exp, die Einschrinkung von exp auf
& =ENT,M.

Lemma 2.8 (Eigenschaften der Exponential-Abbildung)

(a) € ist eine offene Teilmenge von TM mit My := {(p,0);p € M} C &
und jedes &, ist sternformig (bzgl. 0).

b) Fiir jedes (p,V) € TM st die Geoddtische vy gegeben durch
(

yw(t) = exp(tV), t € dom(yy).
(¢) Die Ezxponential-Abbildung ist glatt.

Beweis: Siehe [10], Proposition 5.7.
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Lemma 2.9 (Normal-Umgebungs-Lemma) Fir jedes p € M ezistiert
eine offene Umgebung V um (p,0) in T,M sowie eine offene Umgebung U
von p in M, so dass gilt

exp, € Diff(V,U).

Beweis: Siehe [10], Lemma 5.10.
U

Eine offene Umgebung U von p in M, die das diffeomorphe Bild einer stern-
formigen (bzgl. 0 € T,M) offenen Umgebung V' von 0 € T,M unter exp,
ist, nennt man Normal-Umgebung von p. Sei € > 0, so dass exp, ein Diffeo-
morphismus von Bg,, o C T,M auf sein Bild ist, so nennt man B(p,¢) :=

exp,[eBy, (p)] einen geodétischen Ball in M um p. Hierbei steht By, o fiir

den Einheitsball in 7),M. Die geodétischen Bélle werden sich im folgenden
als sehr niitzlich erweisen. Sei U eine Normal-Umgebung von p und ¢ € U.
Dann gibt es eine Geodétische von p nach ¢, die ganz in U verlduft. Solche
Geodaétische nennt man radiale Geodétische. Sei { £, ..., E,,,} ONB von T, M
(bzgl. g). Dann ist E : R™ — T,M, z = (2!, ...,a™) — >." 2'E; ein Iso-
morphismus. Daher ist ¢ :== E~!o exp, 1. U — R™ ein Diffeomorphismus
auf sein Bild. (z!,...,2™) = ¢ heilen Normalkoordinaten um p und wir nen-
nen (U, ) bzw. (U, (z',...,2™)) eine Normal-Karte fiir M um p. Schliefilich
definieren wir die radiale Abstandsfunktion r durch

m

() =) = (Y@ ()2,

i=1
und das radiale Einheitsvektorfeld 0/0r durch

9 _=0
or  ror’

Bemerkung 2.10 Seip € M und U eine Normalumgebung von p.

(a) An jedem Punkt ¢ € U\ {p} ist 9/0r der Geschwindigkeitsvektor der,
nach der Bogenlinge parametrisierten, Geoddatischen von p nach q und
hat daher Linge 1 (bzgl. g).

(b) In jedem geodditischen Ball B(p, R) stimmt die radiale Abstandsfunktion
r(-) mit dem Riemannschen Abstand d,(p,-) zu p dberein.
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Beweis:
(a) Dies folgt direkt aus der Definition einer Normalumgebung.

(b) Dies ist eine Konsequenz aus dem Gauss-Lemma ([10], Theorem 6.8 -
Corollary 6.11).

O

Sei U eine Normalumgebung von p. Fiir ¢ € U gibt es eine Geodétische, die
durch p und ¢ lauft. Dagegen ist es fiir zwei Punkte ¢, ¢o € U i.A. nicht
klar, ob es eine Geodétische von ¢; nach ¢, gibt, geschweige denn, ob die
Geodéitische ganz in U liegt. Die erste Frage, ob es eine Umgebung U von
p gibt, so dass je zwei Punkte ¢, g2 € U durch eine Geodétische verbunden
werden konnen, ist leichter zu beantworten. Wir nennen eine Teilmenge W C
M uniform-normal, falls

30 >0VpeW: W C B(p,9).

Lemma 2.11 (Uniform-Normal-Umgebungs-Lemma) Sei p € M und
U eine Umgebung von p. Dann existiert eine uniform-normale Umgebung W
von p mit W C U.

Beweis: Siehe [10], Lemma 5.12.
0J

Der zweite Teil ist nicht so einfach zu beantworten. Dies fiihrt zum Begriff der
geoditischen Konvexitédt. Eine Teilmenge U C M heifit geoditisch konvex,
wenn je zwei Punkte p, ¢ € U durch eine eindeutige, minimierende Geodéti-
sche in M, die ganz in U verlauft, verbunden werden kénnen. Eine stiickweise
glatte Kurve T heift minimierend, wenn fiir jede stiickweise glatte Kurve T

mit Ap = Ar und Ep = Er folgt L(I') < L(I"). Der néchste Satz zeigt, dass
die geodatisch konvexen Mengen sogar eine Umgebungsbasis bilden.

Satz 2.12 (Whitehead) Sei p € M und U eine Umgebung von p. Dann
existiert ein geoddtischer Ball B(p,e) mit B(p,e) C U und B(p,¢) ist geodd-
tisch konvex.

Beweis: Siehe [3], Theorem 10.5.4.
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Lemma 2.13 Sei g eine Riemannsche Metrik auf einer offenen Teilmenge
U C R™ undn bezeichne die euklidische Metrik. Fiir jede kompakte Teilmenge
K CU existieren ¢,C > 0, so dass fir alle x € K und alle V € T, R™ gilt,

C|V|n < |V|g < O|V|n'
Beweis: Wir setzen
L:={(z,V)e TRz € K, |V|, =1}

Wir kénnen TR™ mit R™ x R™ und daher auch L mit K x S™~! identifizieren.
Somit ist L kompakt. Weil die Norm ||, stetig und strikt positiv auf L ist,
existieren ¢,C' > 0 mit ¢ < |V|, < C fiir (z,V) € L. Seinun z € K,V €
T,R™ mit V # 0 sowie A := |V|,. Dann haben wir (z, \"'V') € L und

V], = ANV, < AC = C|V|,.

Analog folgt |V, > ¢|V|,. Fiir V = 0 ist die Aussage trivialerweise richtig.
U

Korollar 2.14 Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. T bezeichne
die Topologie auf M und o die auf TM. Fir O € 7 und § > 0 setzen wir
Os ={(p,V)eTM;peO,|V|, <d}. Dann folgt, Os € T und

VpEMVUEUU((p,O))EIO€7'35>O:pEOgQU.

Beweis: Fiir O € 7 und § > 0 sieht man leicht durch Ubergang zu lokalen
Koordinaten, dass Oy offen ist in 7.
Sei nun p € M, U € L{g((p, 0)) Es existiert ein € > 0, so dass mit Normal-
Koordinaten ¢ = (z!,...,2™) gilt,

X :={(q,V)eTM;qe B(p,2), |V], <2} CU.
Aus dem vorherigen Lemma folgt, dass es ¢, C > 0 gibt mit
V], < V], <ClV|,, VeT,M, q € Blge).
Sei O := B(p,¢), § := ce. Dann haben wir fiir (z,V) € Os,
V] < V] <e.

Also O C X C U.
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2.1.12 Riemannsche Untermannigfaltigkeiten und zwei-
te Fundamentalform

Sei (M, §) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension 7 und M
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit der Dimension m < m, d.h. ¢t : M —
M ist eine topologische Einbettung (ein Homéomorphismus auf sein Bild)
und ¢ ist eine Immersion. Durch ¢ := ¢*g wird eine Riemannsche Metrik auf
M definiert. In diesem Fall heifit (M, g) Riemannsche Untermannigfaltigkeit.
Wir setzen

TM|y =[] T,M.

peEM

Dies ist ein glattes Vektorbiindel iiber M. An jedem Punkt p € M ldsst sich
T,M in eine orthogonale direkte Summe (bzgl. g) zerlegen, d.h.
T,M = T,M & N,M, wobei N,M := (T,M)*.

NM =[] N,M

peEM

heifit Normalbiindel von M. N M ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
von T'M. Fiir jedes p € M existiert ein glatter, angepasster, orthonormaler
Rahmen, d.h. es existiert eine offene Umgebung U von p in M und ein glatter
orthonormaler Rahmen (Ey, ..., Eg) fir TM auf U, so dass (F, ..., Ep)
ein glatter orthonormaler Rahmen fiir TM und (Ey,41, ..., Es) ein glatter
orthonormaler Rahmen fiir NM auf U N M ist. Siehe [11], Lemma 10.17 und
Proposition 11.24. (Der Beweis benutzt im Wesentlichen das Gram-Schmidt-
Verfahren.)

Indem man in jedem Punkt p € M, T,M auf T,M bzw. N,M projeziert
erhélt man zwei Abbildungen, die Tangential- bzw. Normalprojektion,

7" TM|y — TM,
7t TM|y — NM.

In Bezug auf einen angepassten orthonormalen Rahmen, sind dies die ge-
wohnlichen Projektionen auf span(Ej, ..., E,) bzw. span(E,.1,..., Eg),
daher bilden beide Projektionen glatte Schnitte auf glatte Schnitte ab. Mit
T (M|y;) bzw. N(M) bezeichnen wir den Raum der glatten Schnitte von
TM|y bzw. NM. Fiir X € T(M]|y) schreiben wir manchmal kurz X :=
71 (X) bzw. X+ := 71 (X) fiir die Tangential bzw. Normalprojektion.

Da glatte Vektorfelder auf M zu glatten Vektorfeldern auf M erweitert wer-
den konnen, ist es sinnvoll den Riemannschen Zusammenhang V auf M mit
dem Riemannschen Zusammenhang V auf M zu vergleichen.



2.1. DIFFERENTIALGEOMETRIE 19

Seien X,Y € T(M). Bezeichne X,Y € T(M) Erweiterungen von X bzw. Y.
Wir kénnen V3V an jedem Punkt p € M zerlegen:

@f(ff = (@X?)T + (@X?)L

Es stellt sich heraus, dass \Y, Xf/(p) fiir p € M unabhéngig von den Erweite-
rungen X und Y ist. Deswegen schreiben wir VxY statt V ¢ Y. Die Abbildung

IIT(M)xT(M)—=N(M), (X,Y)— (VxY)*

heifit zweite Fundamentalform (der Begriff erste Fundamentalform wird manch-
mal fiir die Riemannsche Metrik ¢g auf M benutzt).

Lemma 2.15 Die zweite Fundamentalform ist
(a) unabhingig von den Erweiterungen von X und Y
(b) bilinear iber C*°(M)
(c) symmetrisch in X und Y.

Beweis: Siche [10], Lemma 8.1.
U

Die GauBformel erklért schliefllich den Tangentialteil in der Zerlegung von
VxY.

Satz 2.16 (GauB-Formel) Seien X,Y € T (M) beliebig fortgesetzt zu Vek-
torfeldern auf M. Dann gilt entlang M die folgende Formel,

VxY =VxY + II(X,Y).

Beweis: Siehe [10], Theorem 8.2.

2.1.13 Die mittlere Kriimmung von Hyperflichen

Sei fiir den Rest dieses Abschnitts (M , §) eine glatte orientierbare Riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension m + 1. Auflerdem sei (M, g) eine ori-
entierbare Hyperfliche, d.h. (M, g) ist eine eingebette, orientierbare Rie-
mannsche Untermannigfaltig der Dimension m und es gilt g = ¢*g, wobei
L : M — M die Einbettung bezeichnet. Ein Einheitsnormalenfeld v auf M
ist ein glatter, globaler Rahmen fiir NM mit |v|; = 1.
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Lemma 2.17 Unter obigen Voraussetzungen existiert ein Einheitsnormalen-
feld auf M.

Beweis: Sei p € T,M, (v1,...,v,,) eine positive Basis von T,,M/. Dann exis-
tiert genau ein v(p) € N,M mit |v(p)|; = 1, derart dass (vi,..., v, v(p))
eine positive Basis von 7T, M ist. Wir setzen

v :M— NM,p— (p,v(p)).

Die Abbildung ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der positiven
Basis:

Sei (wy,...,wy,) eine weitere positive Basis von T,M, sowie u(p) € N,M
mit |u(p)l; = 1, so dass (wy, ..., wn,u(p)) eine positive Basis von T, M
ist. Wegen dim(N,M) = 1 folgt u(p) = £v(p). Bezeichne A € R™ ™ die
Ubergangsmatrix von (wi, ..., wy,,) nach (vy,...,v,). Die Ubergangsmatrix
B ¢ RM™DX0HD) von (wy,. .., wm, u(p)) nach (vi,..., 0, v(p)) ist dann

durch A
0
B = ( 0 =1 )

gegeben. Daher haben wir det B > 0 < u(p) = v(p).

Es bleibt noch zu zeigen, dass v glatt ist. Sei (Ey, ..., Ey,41) ein glatter, ange-
passter, orthonormaler Rahmen, der auf einer offenen, zusammenhéngenden
Umgebung U von p in M definiert ist. Sei auBerdem U C U N M eine offene,
zusammenhédngende Umgebung von p in M. Indem wir gegebenenfalls F;
durch —F ersetzen, konnen wir annehmen, dass (Ey, ..., E,,) positiv orien-
tiert ist auf U. Fiir ein § € {—1,1} ist (Ey, ..., Ep, dEy,41) positiv orientiert
auf U. Daher haben wir

v(p) =0Epnly, firpeU.
0

Die Unterscheidung zwischen v und v sollte nur die Lesbarkeit des Beweises
erhohen. Wir wollen im folgenden keine Unterscheidung mehr vornehmen.

Man sagt, dass man v mit seinem Haupteil v identifiziert. Mit der zweiten
Fundamentalform und dem glatten Einheitsnormalenfeld v kann man durch

h(X,Y) = (I(X,Y)|v);, fir X,V € T(M)

ein glattes 2-Tensorfeld, d.h h € 7?(M), definieren. Bezeichne Q'(M) den
Raum der glatten Pfaffschen-Formen auf M. Dann setzen wir

M w,Y) := h(w"Y) firwe QY(M),Y € T(M).
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Dann gilt h* € T1(M). “4” steht fiir Erhohen des Index. Grob gesprochen
bedeutet dies, dass in jedem Punkt p € M, w(p) € T;M durch das Inverse
des Rieszschen-Isomorphismus @, in ein Element von 7,M abgebildet wird.
Also : w¥(p) = @, ' (w(p)). Analog definiert man das Erniedrigen “b”. Fiir jedes
p € M kann man T} (T,M) mit L(T,M) identifizieren (vgl. [2], Bemerkung
X1.2.20(b)). Daher erhalten wir ein Endomorphismenfeld S iitber M, welches
durch
W (w,Y) = (w,SY), we Q' (M),Y € T(M)

charakterisiert wird. S heifit Form-Operator. Fiir X,Y € 7 (M) gilt:

(II(X,Y)|v); = h(X,Y) = hH(X",Y) = (X", SY) = (X|SY),.

Die Symmetrie von II bewirkt, dass S|, ein selbstadjungierter Endomor-
phismus auf 7,M ist. Daher finden wir eine ONB {ey,...,e,} von T,M
bestehend aus Eigenvektoren von S|, und entsprechende reelle Eigenwer-
te o(S|,) = {Kk1,...,km}, so dass S|, in dieser Basis als Diagonalmatrix
diag (K1, ..., kKn) dargestellt wird. In dieser Situation nennt man x; die j-te
Hauptkriimmung in die j-te Hauptrichtung e;. Schlieflich definieren wir die
mittlere Kriimmung H im Punkt p € M durch

1
H(p) = ~—spur (S]p) = ——Z/ik

Manchmal schreibt man auch Hy; oder Hys,) statt H, um zu betonen, dass
sich die mittlere Kriimmung auf M bezieht und ihr Vorzeichen von der Ori-
entierung von v abhéngt. Ist M kompakt, so heif3t

fMHdo

fM do

H:=H,y =

gemittelte mittlere Kriimmung von M.

2.2 Topologische Hilfsmittel

2.2.1 Initialtopologie

Wir wollen spéter bestimmte Funktionenrdume auf Separabilitdt untersu-
chen, deren Topologie eine Initialtopologie ist. Daher gehen wir kurz auf den
Begriff der Initialtopologie ein und beweisen einen Hilfssatz, den wir spéter
benutzen wollen.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und 3 C 7.

(3 Basis von T = VYereXVUel.(r)IBef:2€ BCU
(3 Subbasis von 7 & {([*; 8" € P.5} Basis von 7.
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Hierbei steht P, fiir die Menge der endlichen Teilmengen von /3.

Ist ((Xi,7);i € I) # 0 eine Familie topologischer Rédume, () # X eine Menge
und (f;;7 € I) eine Familie von Funktionen mit f; : X — X; fiir jedes i € I,
so heifit die Topologie 7 mit Subbasis

{f710];0; € 1y, i € I}

Initialtopologie der Familie ((X;, 7;), fi)icr- Entsprechend heifit (X, 7) Initial-
raum dieser Familie. Die Initialtopologie ist die mengenméafig kleinste Topo-
logie 7/ auf X, beziiglich der alle f; stetig sind. Beispiel fiir Initialtopologien
sind die Produkttopologien (fiir X = [[..; X;, f; = m; ist die Initialtopologie
gerade die Produkttopologie).

icl

Lemma 2.18 Sei (X, 7) Initialraum der Familie ((X;,7;);1 € I) und fir
jedes i € I sei 3; eine Basis von 7;. Dann ist {f;1[O:];0; € B,i € I} eine
Subbasis von T.

Beweis: Sei x € X, U € U, (x).
A" €PIVi€I"30;,...,0p, €T e ([0 CU.
iel* j=1
Fiir ¢ € I'* setzen wir O, := ﬂ;;l O,j €.
= ()00 =) f710i].
iel* j=1 iel*

= z€ () f'[B]CU = Beh.

iel*

2.2.2 Lebesguescher Uberdeckungssatz

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir S C X bezeichne

diam(S) := sup d(zx,y)
T,yeS
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den Durchmesser von S. Sei O C 7,4 eine Uberdeckung von X. Man nennt
a € (0,00) eine Lebesgue-Zahl von O, falls gilt,

VS CX: diam(S) <a= 3J0e€O:5CO0.

Der Lebuesguesche Uperdeckungssatz besagt, dass in einem kompakten me-
trischen Raum jede Uberdeckung O C 7; von X eine Lebesgue-Zahl hat.
(Siehe [8], Satz 4.1-2.)

2.2.3 Stetige Einbettungen

Es seien (X, 7) und (Y, o) topologische Rdume, und X sei eine Teilmenge von
Y. Bezeichnet j : X — Y, x +— x die Inklusion von X in Y, so sagen wir, X sei
stetigin Y eingebettet, wenn j stetig ist. In diesem Fall schreiben wir X — Y.
Ist aulerdem X eine dichte Teilmenge von Y, so bringen wir dies durch
X <4Y zum Ausdruck. Sind (X, 7) und (Y, o) topologische Vektorriume, so
soll X — Y immer zusétzlich bedeuten, dass X ein Untervektorraum von Y
(und nicht “irgendwie” in Y enthalten) ist.

Lemma 2.19 Seien (V,7), (W, o) Fréchet-Riume und (X, o) sei ein Ty-topo-
logischer Vektorraum. Ferner gelte V.— X, W — X und V C W.
Dann gilt, V — W.

Xo

Beweis: Mit j : V — W, x> z, sei (z,y) € graph(j)T sowie

(@n, (7)) € graph(j)" 1 (Tn, (2n)) —rseo (2,9).

= Ty = TAT, :]<xn> —c Y
=Ty =, T ATy = j(xn) =, Y
= j@)=z=y
= (z,y) € graph(j).
Die Behauptung folgt nun aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen. (Sie-
he [8], Korollar 6.2-1.3.)
O



Kapitel 3

Kleine Holderraume

In diesem Kapitel geht es darum, kleine Holderrdume auf dem R™ und auf
kompakten, zusammenhéngenden, glatten Riemannschen Mannigfaltigkeiten
(M, g) zu definieren. Deswegen wollen wir uns zunéchst allgemein mit Holder-
stetigen Funktionen beschéftigen.

3.1 Holder-Stetigkeit

Seien (X, dx), (Y,dy) metrische Rdume, o € (0,1). Wir definieren fiir f €
Y¥ und U C X mit |U] > 1

dy (f(z), f(y)

o= 2 U )
. i (1(2), £(3)
L y{J\Z), J{Y
[f]l_yU o w,yiggﬁ#y dX(xa y) '
Auflerdem setzen wir [f], := [fla.x bzw. [f]i— := [f]i—x und der Vollstén-

digkeit halber [f]a (z3 := 0 bzw. [f]i_ sy := 0 fiir € X. Wir bezeichnen
mit

CUX,)Y)={feY Ve e X3U €Uy, (v) : [flay < oo}
die Menge der lokal-a-Holder-stetigen Funktionen von X nach Y. Unter
CU(X,)Y):={feY*;Vee X3U el (x): [fli-v < oo}

verstehen wir die Menge der lokal-Lipschitz-stetigen Funktionen von X nach
Y. Schliellich stehen

BUCY(X,Y) := {f € B(X,Y):[f]a < 00}

24
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und
BUC'Y™(X,Y) :={f € B(X,Y);[f]:- < oo}

fiir die Menge der beschrankten und gleichméfiig a-Holder-stetigen bzw.
Lipschitz-stetigen Funktionen von X nach Y. In Vorbereitung auf die kleinen
Holderraume wollen wir folgende Teilmengen definieren.

C(X,Y) = {f € CUX,YV); Vo € X & i [flass = 0}

und

(o I « C1: dY(f<x>7f(y)) _
buc*(X,Y) :={f € BUCY(X, Y),(lsl_r)r(l) :B,yeX’Os;g))((%y)d @l 0}.

Offensichtlich gilt buc*(X,Y) C ¢*(X,Y). Wir werden im Folgenden sehen,
dass die Inklusion im Allgemeinen echt ist, d.h. buc®(X,Y") C ¢*(X,Y). Aber
fiir den Fall, dass (X, 7;) kompakt ist, Gleichheit gilt, d.h. buc*(X,Y) =
(X, Y).

Lemma 3.1 (Elementare Eigenschaften I) FEs seien (X,dy), (Y, dy),
(Z,dz) metrische Riume und o € (0,1).

(a) Ve CHX,Y)VUCX : [flaw =0« f|U = const.
(b) C*(X,Y) C C(X,Y).
(¢) BUC*(X,Y) C BUC(X,Y).

(d) Sei 3 € (0,1) mit 3 < o. Dann gilt:
C'(X,Y) CO¥(X,Y) C F(X,Y).

(e) Sei B € (0,1) mit 3 < «. Dann gilt :
BUC'™(X,Y) C BUC*(X,Y) C buc®(X,Y).

(f) Sei f € C*(X,Y), g€ C(Y.Z) = gof € C*(X,2).
(9) Sei f e C1(X,Y),gec*(Y,Z) = go fec(X,Z).
Beweis:

(a) “«<” Dies ist klar.
“#7’

flowv =0= Va,ycU:dy(f(z),f(y) =0= Y,y cU: f(zx) = [(y).
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(b) Sei f € C*(X,Y), xp € X, e > 0. Es existiert U € Uy, (20) : [flav <
oo. Fiir [flau = 0 folgt f‘U = 0 und somit die Stetigkeit von f in x.
Fiir [flau # 0 sei 0 < 6 < e/2[f], 1/ mit B(zo,5/2) C U.

dy (f(2), f(v) < [flavldx(z,9)]* < [flapd® <, w,y € B(xo,6/2).
= Beh.
(c) analog zu (b).

(d) Sei feC(X,)Y), zp€ X und U € Un, (o) : [fli—y < oco. Ferner
sei 0 < 0 < 1 mit B(zg,d/2) CU.

d x), d x), .
A < SYRD < (1l . 5.y € B df2) mits £y

= feC*X,Y).
Seinun f € CYX,Y), zg € X und U € Uy, (o) : [flau < co. Ferner
sei § > 0 mit B(zo,0) C U. Dann gilt fiir z,y € B(zo, ),

(@ S) _ 1 dy (@) ) o o
TGl = TP axea < Flavldx (@ 91" < 2(flapd*™.

Hieraus folgt,
i [ f15.5(z.5) = 0,
und daher f € #(X,Y).

(e) Sei f € BUC' (X,Y) und =,y € X.

dy (f(2). /() _ { e falls dx(w,y) <1
[dx(z, y)]* — sup{dy (f(z), f(y));z,y € X} falls dx(z,y) > 1

= [fla < [flic +sup{dy (f(z), f(y));z,y € X} < o0.

Hiermit haben wir f € BUC*(X,Y’) gezeigt.
Sei nun f € BUCY(X,Y). Es folgt analog f € BUC?(X,Y) und die-
selbe Argumentation wie in (d) zeigt,

oy AL
6—0 z,yeX,0<dx (z,y)<d [dX (]"7 y)]

< i a=F =
< lim [f]a 6 0,

und daher f € buc®(X,Y).
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(f) Seien zg € X, U € Uy, (v0) : [fli-v < oo und V € Uy, (f(z0)) :
U

[gla,y < 00. Wir setzen U := U N f~![V] € Uy, (x0). Dann gilt fiir

x,yEU,

dz(9(f(2)), 9(f))) < lglavdy (f (@), ()" < glar [T vldx(z, y))*

= Beh.

() Seien zg € X, U € Uy, (x0) : [fli-v < o0, € >0 und yo := f(o). Es
existiert ein 6 > 0 mit (9]0 m(y0.5) < ELf]1Z - Dann folgt wie in (f),

[g © f]a,IB(zo,é) < [g]a,B(yo,g) [f](fi,U <é

fiir alle § > 0 mit B(xq,d) C U N f~1B(yo,d)].
= Beh.

Bemerkung 3.2 Im Allgemeinen gilt buc*(X,Y) C ¢*(X,Y).
Beweis: Wir geben zwei Gegenbeispiele.

(i) Sei (X,d) ein nichtbeschrankter metrischer Raum und A C X be-
schriankt. Die Abstandsfunktion d(-, A) zu A ist Lipschitz-stetig
[d(z, A)—d(y, A)| < d(z,y) fir alle z,y € X. |, also auch gleichmé&Big
stetig aber nicht beschrénkt.

[ Angenommen d(-, A) ist beschrinkt, etwa d(-, A) < c¢. Seien z,y € X
und z, 2’ € A.

d(z,y) <d(z,z)+d(z,2)+d(,y) <d(z,z) +d(2,y) + diam(A).
Da dies fiir alle z, 2’ € A richtig ist, gilt auch,
d(z,y) < d(z,A) +d(y, A) + diam(A) < 2¢ + diam(A).

= diam(X) < 2¢ + diam(A).

Dies ist ein Widerspruch ! |
Mit Lemma 3.1(d) erhalten wir daher d(-, A) € ¢*(X) \ buc*(X).
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(ii) Wir betrachten nun die Funktion

1
f:(0,1] - R, 2+ sin —.
x

Die Funktionen (z + sinz) und (z — %) sind stetig differenzierbar auf

(0, 1]. Aus dem Mittelwertsatz folgt daher, dass sie lokal Lipschitz-stetig
sind (siehe [1], Bemerkung VII.8.12(b)). Offenbar ist f beschrankt aber
nicht gleichméBig stetig. Daher folgt mit Lemma 3.1(c), (d) und (g),
fec(X)\ buc(X).

O

Lemma 3.3 Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Raume, f € B(X,Y) so-
wie a € (0,1).

feBUC*X,)Y)< FJe¢>036>0Va,ye X :dx(z,y) <0
= dy (f(x), f(y)) < cldx(z, )]

Beweis: “=" Dies ist klar.
“<” Seien x,y € X mit z # y.

dy (f(2), 1)) _ [ ¢ falls dx (2, y) < 0
[dx(z,p)]e  — | LUEIW) falls dy(z,y) > 6

L
= [fla < ¢+ g sup{dy (f(2), f(y)); 7,y € X} < cc.

Satz 3.4 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume, (X, 14) kompakt sowie
a € (0,1). Dann gilt : C*(X,Y) = BUCY(X,Y). D.h. lokal a-Hélder-stetige
Funktionen auf einem Kompaktum sind gleichmafig a-Holder-stetig.

Beweis: Sei f € C%(X,Y). Angenommen
Ve>0Vd>03z,y e X dx(z,y) <= dy(f(x),f(y)) > cldx(z,y)]*.
Dann finden wir Folgen (), (yn), € X" mit

(s pn) < - wnd dy (F (o). £0n) > nldx (o, )] n € N

Weil X kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (x,,)r von (z,)n.
Etwa limy_, z,, = . Wegen

1
dx(Z,Yn,) < dx(ZT,Tn,) +dx(Tn,, Yn,) < dx (T, 2, ) + n—k, k € N~
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konvergiert auch (yn, )r gegen Z. Daher folgt :

VU €U, (Z)VN e NIK e N:
Ty Yng cUA dY(f(an)>f<ynK)) > N[dX(xnxaynK)]a'

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme f € C*(X,Y)! Aus Lemma 3.3 folgt
nun die Behauptung.
O

Korollar 3.5 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume, o € (0,1). Dann
gilt - C*(X,Y)NCu(X,Y) C BUC(X,Y).

Beweis: Sei f € C*(X,Y)NC.(X,Y). Wir nehmen an f ¢ BUC*(X,Y).
Dann finden wir wieder Folgen ()5, (¥n), € X" mit

(o, gn) < - v dy (F (o), £(on) > nldx(n, )] 1 € N

Aus dy (f(zn), f(yn)) > nldx (24, y,)]* > 0 folgt z, € supp(f) V y, €
supp(f). Daher finden wir eine Teilfolge von (z,), oder (y,), die ganz in
supp(f) liegt. Der Rest verlduft analog zum Beweis von Satz 3.4.

U

Bemerkung 3.6 Man sieht leicht, dass die Beweise von Satz 3.4 und Korol-
lar 3.5 auch im Fall Lipschitz-stetiger Funktionen richtig bleibt. Insbesonde-
re sind lokal Lipschitz-stetige Funktionen auf einem Kompaktum gleichmdfsig
Lipschitz-stetig.

Satz 3.7 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume, (X, 74) kompakt sowie
a € (0,1). Dann gilt : ¢*(X,Y) = buc*(X,Y).

Beweis: Sei f € ¢*(X,Y). Es ist zu zeigen

Ve>036>0Ve,y€ X 1dx(z,y) <d=dy(f(z), f(y)) <eldx(z,y)]*
Angenommen das Gegenteil sei wahr. D.h.

Jde>0Vd>03dz,y € X :dx(z,y) <d= dy(f(x),f(y)) > eldx(z,y)]~
Dann finden wir Folgen (z,,)n, (yn)n € X" mit

dx (o) <~ und dy (F(ea). S o)) > el )] 0 € N
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Weil X kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (x,,)r von (z,)n.
Etwa limy_. z,, = . Wegen

1
dx (T, Yn,) < dx(T,2n,) + dx(Tn,, Yn,) < dx(Z,2,) + n—k, k € N~

konvergiert auch (yn, )r gegen Z. Daher folgt :

VU el (Z)IK €N 1 Xy, Ynye € U/\dy(f(an),f(ynK)) > eldx (Tny, Yng )]

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme f € ¢*(X,Y)!
0J

Korollar 3.8 Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Raume, o € (0,1). Dann
gilt : ¢*(X,Y)NC(X,Y) Cbuc*(X,Y).

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.7 und Korollar 3.5 .
OJ

Seien nun (X,d) ein metrischer Raum, (£, | ||) sei ein Banachraum und
a € (0,1). Dannsind C*(X, E), BUC*(X, E), ¢*(X, E) und buc*(X, E) Vek-
torrdume. Man nennt C*(X, E), BUC*(X, E) Holderrdaume und ¢*(X, F),
buc* (X, E) kleine Holderraume. Wir definieren eine Norm auf BUC*(X, E)
durch

- BUC(X, B) = R*, f = [[flle + [l

wobei || |« die Supremumsnorm bezeichnet.
Lemma 3.9 (BUC*(X, E), || |la) ist ein Banachraum.
Beweis:

(i) []a : BUC*(X,E) — R* ist eine Seminorm.
Seien f,g € BUC*(X,E),X € R.

Af(x)=A A () —
Mo = 0Py PR = sub,ex 0, PIEEHA = N[,
[+ 0la = Sup, ey pm, L LW o]
S SUD, e xary S TSP yex sy i = [fla+ [l

(ii) (BUC*(X,E),| ||a) ist ein normierter Vektorraum.
Wegen 0 = || f|la = || fllo + [f]a < f = 0 folgt dies aus (i).
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(iii) (BUC*(X, E),|| ||o) ist vollstéindig.
Sei (f)n eine Cauchyfolge in (BUC*(X, E), || ||la). Wegen || fr.— finllco <
|| fr = finlla 1St (fn)n eine Cauchyfolge in (BUC(X, E), || ||«), also kon-
vergent. Etwa f,, — . f. Angenommen f ¢ BUC*(X,E). = [fla =
oo. Weil (f,), eine Cauchyfolge ist, existiert ein ¢ > 0 mit Vn € N :
[fula < c. Ferner existieren x,y € X mit x # y, so dass W > 2c.

Sei 0 < e < cld(z,y)]* und N € Nmit ||f — fxlleo <&/2.
If @) —f W)l
2¢ < Tl

< IIf(:v)*fN(w)||+||fN[(ﬂg)*J)°jv(y)ll+HfN(y)*f(y)ll
i my [e3

L (@)~ fn @)
S GeeFr T Wea)e

= c< Ifn () = N(y)H Dies ist ein Widerspruch!
[d(z,y)]
Dabher gilt f € BUC*(X, E).
Bleibt noch zu zeigen f,, — .. f. Wir setzen y,, := [f — fu] fir n € N.
Wegen

|yn_ym| = |[f_fn]a - [f_fm]a| < [f_fn_ (f_fm)]a = [fm_fn]a

ist (y,)n eine Cauchyfolge in R, also konvergent. A := lim,,_,, y,. Of-
fenbar gilt A € R™. Angenommen A > 0. Sei ¢ > 0 mit 0 < A — ¢,
IMeNVneN:n>M = [f = fula > A —€/2,

IM eNVn,meN:nm>M = ||fo— fule <e/2.

M := max{M, M}.

. LS (@)= far (@) —F W)+ I
=dr,ye X:0<A—¢/2< [d(z,y)]*

Es gilt fiir alle m > M:

IS (@)= fm(x)=f @)+ m @)
[d(z,y)]*

— W@ —fu@)+ (@)= fm @)+ @)= @)+ (@)= F @)l
[d(z,y)]*

> @) =@+ @) =FWll ”fm(x)_fjw($)+fkf(y)_fm(y)“‘
- [d(z,y)]* [d(z,y)]*

> A—¢g/2—¢/2=)—¢.
Sei nun m € N mit m > M und || f — fulloo < 3[d(z,y)]*(A — €). Dann
folgt:
1f(z) = fm(@) = F() + fn @) _ 201f = finllo
[d(z, y)) - [yl
Dies ist ein Widerspruch!

< \A—e.
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Daher haben wir A = 0, was die Behauptung impliziert.

Korollar 3.10 buc*(X, E) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von
BUC(X, E), also selbst ein Banachraum.

Beweis: Man sieht leicht, dass buc®(X, E) ein Untervektorraum von

BUC%(X, E) ist. Wir zeigen, dass er abgeschlossen ist. Sei f € buc*(X, E)H e

und (f,)n € buc*(X, E)N D fa =l f- Fir € > 0 existiert ein N € N mit

: : IS (@)= fn @)l
If = fnlla < €/2 und ein 6 > 0 mit SUP, yex o<y @my<s —ix@ < /2

Daher erhalten wir :

ILf (@) —f )l
SUPg ye X, 0<dx (z,y) <6 [dx (z,y)]™

— sup L (@)~ fn (@)+fn (@)= fn )+ I (@) = F ()]
z,y€X, 0<dx (=,y)< [dx (z,9)]~

< = Fvlla + SUD, e x, ocay s LD L8O

< €/2+4¢/2

= £&.

Lemma 3.11 Fir0 < g <a <1 gilt:
BUC“(X,FE) — BUC?(X,FE) — BUC(X, E)

Beweis: Offensichtlich gilt BUC*(X, E) — BUC(X, E) fiir alle a € (0,1).
Mit Lemma 3.9 und 3.1(e) folgt die Behauptung aus Lemma 2.19.
0J

Nun wollen wir noch Produkte von Holder-stetigen Funktionen betrachten.
Lemma 3.12 (Elementare Eigenschaften II)

(a) feC¥X),geC¥X,FE) = fge CYX,E).

(b) fec(X),gec(X,E) = fgec(X,E).

(¢) fe BUC*(X), g€ BUC*(X,E) = fge BUCY(X,E).
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(d) fe€buc*(X), g€ buc*(X,E) = fg€ buc*(X, E).

Beweis: Wir beweisen exemplarisch Aussage (a). Seien xy € X , Uy €
Ur,(20) @ [flao, < o0, Uz € U, (z0) : [glau, < 0o. Wir setzen U := U; N Uy
und koénnen wegen der Stetigkeit von f und g 0.B.d.A. annehmen, dass f|U
und g|,, beschréinkt sind durch R := R(U) > 0.

[ Sonst betrachten wir U := U N f~'[B(f(z0), R)] N 9 ' Ba,, (f(z0), R)] |.
Dann gilt fiir x,y € U mit x # y

lf@)g@)—fWaWll _  If(@)g@)—fW)g@)+f(W)g(@)—f @)l
[d(z,y)]~ [d(z,y)]~
lg@| f(@)=fl | [FWlllgl=)—g@)ll
) R )
S R[f]oz,U + R[g]a,U-

Ubergang zum Supremum zeigt

[fg]a,U < R[f]a,U + R[g]oc,U < Q.
i
Im Fall F = R ist BUC%(X) eine Banachalgebra. Dies halten wir in einem
Lemma fest.

Lemma 3.13 BUC*(X) ist mit punktweiser Multiplikation und Addition
eine kommutative Banachalgebra mit Fins.

Beweis: 1 € BUC*(X) und ||1]|o = ||1||oc + [1]a = [|1]|ec =1
Seien nun f,g € BUC*(X) und x,y € X mit x # y.

lf(@)g(@)—fWa@w) _ |f(@)g@)—fyg@)+f()g(=)—f (W)l
[d(z,y)]~ [d(z,y)]>
lg@)|1f(@)=f@) | 1fWllg(=)—g(y)|
S Tlayr T HewF

< lgllcol e + N1 Flloolglar

Der Ubergang zum Supremum liefert

[f9la = llglloclf]a + 1 f1loc[9la-
Somit haben wir fg € BUC*(X) und

1fglla = lfgllec + [F9la
< A fllsellglioo + llglloo[fla + 1l fllscl9la
< (flloo + [Fla)(llglloo + [9]a)

[ fllallgla-
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Der Rest ist klar.

3.2 Kleine Holderraume - Lokale Theorie

Seien () # Q C R™ offen, k € N, j € N™ und « € (0,1). Dann setzen wir:
BUC*(Q) := {f € BUC(Q);& f € BUC(Q),|j| < k}

und .
koo : BUCH(Q) — R, f 1 max |07 flloo
JI<
(BUC*(Q), || llx.00) ist ein Banachraum, vgl. [1]. Fiir die Anwendung in den

partiellen Differentialgleichungen betrachten wir auflerdem folgende Raume:

BUCH«(Q) = {f € BUC*Q);d'f € BUC*(Q),|j| = k}

buckt(Q) = {f € BUC’k(Q);E)jf € buc*(Q), |j| = k}
CHoQ) = {f e CHQROf € Co(Q), 1j] = k)
Q) = {feCMQ); P f € (), ]i] =k}

Im Fall £ = 0 stimmen diese Definitionen mit denen des vorherigen Ab-
schnitts iiberein.
Fiir f € BUC*(Q) setzen wir,

1 e == N[ 100 + mlag[ﬁjf]a-

lil=
Lemma 3.14 (BUC**(Q), || ||r1a) ist ein Banachraum.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass (BUC*™®(Q), || |lx1o) ein normierter
Vektorraum ist. Deswegen zeigen wir nur die Vollstandigkeit. Sei (f,), eine
Cauchyfolge in (BUC*(Q), || ||x+a), dann ist (f,), auch eine Cauchyfolge
in (BUCK(Q), || ko). Etwa fr =, f- Sei j € N™ mit |j| = k. Dann
ist (& f,,),, eine Cauchyfolge in (BUC*(Q), || ||o). Etwa & f,, — .. 9. Wegen
O fr, = |l 0 f folgt aus der Eindeutigkeit der Limiten in (BUC(), || [|co),
' f = g € BUC*(Q). Daher haben wir f € BUC*™*(Q) und f,, —,.. /-
0J

Korollar 3.15 buc®t(Q) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von
BUC*(Q), also selbst ein Banachraum.
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Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Lemma 3.14 und der Tatsache, dass
buc®(§2) abgeschlossen ist in BUC*(Q2) (Korollar 3.10).
O

Nun wollen wir speziell Abbildungen von R™ nach R betrachten.
Lemma 3.16 Fir(0 < a <1 gilt:
BUC'(R™) < BUC*(R™) — BUC(R™)

Beweis: Offenbar gilt BUC'(R™) — BUC(R™). Lemma 3.11 zeigt
BUC*(R™) — BUC(R™). Fiir f € BUC'(R™) folgt aus dem Mittelwert-
satz, dass f Lipschitz-stetig ist. Daher folgt die Behauptung aus Lemma 3.1
(e) sowie Lemma 2.19.

O

Als néchstes wollen wir einen Satz iiber die Charakterisierung der kleinen
Holderraume auf dem R™ beweisen. Dafiir geben wir kurz einige Eigenschaf-
ten der Faltung an, die in dem Beweis benutzt werden. Gelten

e C¥MR™), =, p >0, supp(p) C B", /sod:c:l,

und sei
o(x) == Mp(x/e), e R™, >0,

so heifit {¢. ;e > 0} glattender Kern (mollifier).
Lemma 3.17 (Einige Eigenschaften der Faltung)
(a) Sei (f,9) € Loo(R™) x Li(R™), so gehirt f* g zu BUC(R™).

(b) Sei (f,g) € C*(R™) x Ly 0.(R™) fiir k € NUoo , so gehért f g zu
CH(R™) und es gilt: & (f xg) = (D f)*xg , |i|<k.

(c) Sei {pc;e > 0} ein glittender Kern, f € BUC(R™), f. == @-* f .
Dann gilt : fo = [ fiire — 0.

Beweis: Siehe [1], Kapitel X.7.
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Korollar 3.18

(a) Sei f € BUC(R™) und {¢.;e > 0} ein glattender Kern. Dann gilt :
fe € BUC™(R™) und f. |l [ fiir e — 0.

(b) BUC*®(R™) ist dicht in (BUC(R™), || ||o0)-
Beweis:
(a) Gemaf 3.17(b) gilt f. = p. x f € C*°(R™) und
O (pex f) = (& pe) x f, j €N

Wegen &, € C.(R™) C L;(R™) und f € BUC(R™) C Loo(R™), folgt
geméiB 3.17(a)

& (. + ) = (¥p.) + f € BUC(R™).

Damit ergibt sich der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil ist
mit 3.17(c) klar.

(b) Dies ist eine unmittelbare Konsequenz von (a).

Satz 3.19 Es sei a € (0,1). Dann gilt:

buc*(R™) = BUC=(R™)

Beweis: “ D7
Aus dem Mittelwertsatz und Lemma 3.1(e) folgt,

BUC™®(R™) C BUC™™ (R™) C buc®(R™).

Weil buc®(R™) nach Korollar 3.10 ein abgeschlossener Untervektorraum von
BUC*(R™) ist, folgt

BUC=®R™)' C buc*(®R™).

13 g 2
Sei nun f € buc*(R™). Aus Korollar 3.18(a) folgt f. € BUC>(R™) und
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fe —>|| Iloo f fﬁl‘ e — 0.

Es bleibt daher noch zu zeigen [f. — f]o, — 0 fir

e — 0. Sei 9 > 0. Nach Vorraussetzung gilt:

ds>0:

sowie

oo WEO-S0_

emeRm 0<[e—nll<s 1€ —nll®

At >0V0<e<t:|f— folloo <s%/2.

Seinun 0 < € < t und z,

y e R™.

(i) 1. Fall, ||z — y|| > s.

|f(z)=fe (=

) —(f@)—f-))I

[f@)—fe@)]| 4 [fw)—feW)|

lz—yll* lz—yll™

IN

|z—yl|*

IN

(i) 2. Fall, |z —y| < s.

|f (=)

—fe(@) = (f(y)—fe(y)]

|f ()=

IA

lz—yl*

J@)l | o) =f-)

llz— yII

|f(@)—f

fl=— yll

|f(@)—f

fl=— yll
|f(z)—=

@ llz—yl|«

ol | [ “D(Z/e)”(x(yua) flu=2) |

[e3

ol 4 | me (e (Zz)sz()y fe(g ||ZZ dz‘

f@)l Lf(&)—f(n)l
o T SUDg perm 0<le—nll<s Jle=n]e Jam P(2)dz

= eyl

< 28up§
< §/2+

Mit (i) und (ii) folgt [f. —

[f(©)=F(n)]

MER™0<[E—nll<s ~ ||e—n]]e

5/2 = 4.

fla < ¢ fiir alle 0 < & < t. Weil § > 0 beliebig

gewahlt war, folgt die Behauptung.

g

Korollar 3.20 Es sei a € (0,1). Dann gilt:

buc*(R™) = BUCL(R™) "

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Beweis von Satz 3.19.
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Die kleinen Holderrdume sind zwar wohldefiniert, doch es erhebt sich die Fra-
ge, ob sie sich iiberhaupt von den groflien Holderrdumen unterscheiden. Mit
anderen Worten, ist BUC*(R™) dicht in (BUC*(R™), || ||o) ? Das folgende
Korollar zeigt, dass dies nicht der Fall ist.

R min(z§,1) ,21 >0
Korollar 3.21 Sei f, : R™ = R, z — 0 .11 <0

fir a € (0,1). Dann gilt f, € BUC*(R™) \ buc*(R™).
Beweis: Wegen

| fol(7) = fa(y)] |fa<xl) fa(y1)|

le=yle =z —wml

fiir z,y € R™ geniigt es den Fall m = 1, d.h. f, als Funktion von R nach R
zu betrachten.
Offenbar ist f, beschrankt und es gilt || f,||c = 1. Durch Fallunterscheidun-

gen zeigen wir nun,
’fa(x> — fa(y)|

|z —y|*

2
S —
a
fiir alle x,y € R mit x # y, woraus die Behauptung folgt.

(i) 1. Fall, 0 <z <y <1 mit y > 3.

1 1 y—2zx _ 1
>3t (y—-32r)>200y—-2r> (y—2) & > —
yzdeeoly-3) 206y -2e2o@y-r) e >3

Sei t € R.
Yy — 2T
lI-thr+ty=y—ov & —ter+tty=y—2r<t= :
y—x

Nach Wahl von z und y haben wir ¢ € [3,1). Die Potenzfunktion ist
fiir a € (0, 1) (strikt) konkav. Es folgt weiter:

h-a) = (1= 52+ 52y
> (1- ) + L2y
y—2x _y—2z
= y—x ya y—x z®
> 5y —a%)
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(i) 2. Fall, 0 < x <y <1 mit y < 3.
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € (z,y) mit y;:%;fa = Tga

Somit gilt :
Lo = S ly—ao)
_ éfa—l(y _ x)l—a
< Llop
— l(g _ 1)1—oc
< 2
@ = fw] _yr—at 2
|z —yl|* (y—2)* " «a
(iii) 3. Fall, x <0 < y.
= ‘fa(m) B fa(y)’ _ foz(y) < 1.
|z —y|* (y — )~
(iv) 4. Fal, 0 <z <1 <y.
|z =yl (I—2)* " a

Die Falle z,y < 0 und x,y > 1 sind klar. Damit haben wir f, € BUC*(R).
Sei (2,)n € (0,1]N mit z,, — 0. Es ist,

|[fal@n) — fa(0)]

|xn — 0«

=1 fiir alle n € N.

Daher folgt f., & buc*(R).
U

SchlieBlich wollen wir noch die Rdume BUC(R™), BUC'(R™), BUC*(R™)
und buc*(R™) auf Separabilitat untersuchen.

Lemma 3.22 (BUC(R™),14.) ist nicht separabel.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass (BUC(R), 74,.) nicht separabel ist.

[ Fiir m > 2 setzen wir  : BUC(R) — BUC(R™), u — uwom. ® ist eine
[sometrie, also insbesondere ein Homéomorphismus auf sein Bild. Angenom-
men (BUC(R™), 74, ) ist separabel.

= (BUC(R™),7,.) ist A>-Raum = (im(®), 7y _|im(P)) ist Ax-Raum
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= (BUC(R),74.) ist Ay-Raum = (BUC(R),7,.) ist separabel. |

Sei nun {a, ;n € N} eine Aufzidhlung einer abzéhlbar unendlichen Teilmen-
ge A von BUC(R) und m,, := maXycp ni1] | ()| fiir jedes n € N. Wir
definieren f : R — R durch

0 ,firx <0oderdneN:ze€nn+1),m,>1
f(x) =1 4(x —n) ,firdneN:zenn+1i),m, <1

2—4(x—n—-13%) ,firdneN:zen+in+1),m, <1

f ist gleichmiBig stetig und beschrinkt auf R [f[R] C [0,2]] und f ¢ A™>
wegen By (f,1) N A = (. Denn fiir alle n € N gilt:

dOO(f7 Oén) = SUPger ’f(l') - Oén(l')l 2 SUPgeln,n+1] ‘f(l’) - Oén(l’)‘

f(n+3)—an+3)|=2—an+3)|>2-—m, , firm,<1
Supre[n,n—H] |O./n(l’)| = My , fiir my, > 1
1.

v

v

O

Korollar 3.23
(a) (BUCYH(R™),714.) ist nicht separabel.
(b) (buc*(R™), 1y,) ist nicht separabel.
(c) (BUC*(R™), 14,) ist nicht separabel.

Beweis: (i) Aus Korollar 3.18 (b) folgt BUCY(R™) <% BUC(R™). Ange-
nommen (BUC'(R™),7,, ) ist separabel. Dann finden wir eine abzihlbar
dichte Teilmenge {u, ;n € N}. Bezeichne ¢ die Einbettung von BUC!(R™)
in BUC(R™).

JUBUCYR™)] = t[{un ;n € N} =] C1[{u,;n € N}] ™ € BUC(R™)

= BUC(R™) = [BUCYHR™)] ™ C {1(u,);n € N} ** C BUC(R™).
Also {t(u,);n € N} = BUC(R™). Dies ist ein Widerspruch zu Lemma
3.22!
Wegen BUCHR™) C buc®(R™) C BUC*(R™) gilt auch buc®(R™) <4 BUC(R™)
bzw. BUC*(R™) <% BUC(R™). Daher zeigt man (b) und (c) analog.

O

Es ldsst sich auch direkt zeigen, dass (BUC®(R™), 7,4, ) nicht separabel ist.
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Bemerkung 3.24 Fiir o € (0,1) ist (BUC*(R™), 14, ) nicht separabel.

Beweis: Fiir a € (0,1) definieren wir f,, : R™ — R durch :

min((z; —a)*, 1) ,21 >a

0 1 < a
Korollar 3.21 zeigt f, . € BUC“(R™). Bezeichne e; den ersten Einheitsvektor
des R™, dann gilt fiir a,b € (0,1) mit a < b :

X =

[faoz_fba}a > [(Ja(ber)=fo(be1)) = (falaer) = fo(ae1))|

- [b—al™
(b—a)*
lb—al®

= 1

Da die Menge {f.q;a € (0,1)} iiberabzéhlbar ist, folgt die Behauptung.
U

3.3 Kleine Holderriaume - Globale Theorie

Sei in diesem Abschnitt stets (M, g) eine kompakte, zusammenhéngende,
glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension m. Ferner soll M immer
mit der Metrik d, versehen sein. Schliellich schreiben wir im Folgenden ||
fiir die euklidische Norm auf R™.

Lemma 3.25 Fiir p € M existiert eine offene Umgebung U von p, ein p €
Diff(U, p[U)]) sowie Konstanten C,c > 0, so dass:

Vq,q € U : cp(q) — p(q)] < dy(q,q) < Clelq) — »(q)]-

Beweis: Sei (U, ) eine Normal-Karte von M um p. Nach dem Satz von

Whitehead (Satz 2.12) finden wir einen geodétischen Ball B(p, €) mit B(p, ) C
U und B(p, ) ist geodétisch konvex. Aus Lemma 2.13 folgt:

J¢,C > 0Vr € eB"VV € T,LR™ : ¢|V], < |V, < C|V],.
Es gilt insbesondere fiir jede stiickweise glatte Kurve I' C eB™,
cL,(I') < Ly(I') < CL,(T).

Seien nun z,y € eB™. Ubergang zum Infimum ergibt:
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clt —y| = cinf{L,(I');T CeB™ stiickw. C*-Kurve, Ap =z, Epr =y}
< inf{L,(I");T" C eB™ stiickw. C*-Kurve, Ar =z, Er =y}
= d9($7 y)
(if)
dy(z,y) = inf{Ly(T);T C eB™ stiickw. C*-Kurve, Apr =z, Er =y}
< Cinf{L,(T');I" CeB™ stiickw. C*-Kurve, Ap =z, Er =y}
= Clz =y

Wir setzen zur Abkiirzung V' := B(p,¢). g|V induziert eine Metrik dgy auf
V. Wir erhalten,

Vg, G €V :clp(q) — (@) < dgv(g,q) < Cle(g) — ¢(q)].

Aus der Tatsache, dass V' geodatisch konvex ist, folgt dg = dy|V und damit
die Behauptung.

[ V ist geodidtisch konvex, d.h. fiir alle ¢, € V existiert eine eindeutige,
minimierende geodétische 'y, € V mit Ar ., = ¢ und Er,,, = ¢ und somit

d9|V<Qa CD = L(Fgeo) = dg(qa QN) J -

Sei f eine Abbildung von M nach R, & € N und « € (0,1). Wir sagen f
gehort zur Klasse CHY(M) [ ¢#te(M) ], wenn fiir alle p € M eine Karte
(U, ¢) von M um p existiert mit f o=t € C*(p[U]) [ F(p[U]) ].

Bemerkung 3.26
(a) Sei f € Ck*(M) [c*+*(M)]. Dann gilt fiir jede Karte (V,v) von M,
fout e CFr(y[U]) [T (4[U])].
(b) Fiir k = 0 stimmt die Definition von C*te(M) [**(M)] mit der ur-

spriinglichen Definition von C*(M) [¢*(M)] im Sinne von Abschnitt 3.1
(bzgl. des metrischen Raums (M,d,)) dberein.

Beweis:

(a) Sei f € Ck(M), (V,) Karte von M und xy € ¥[V]. Wir setzen
po := ¥~ (z0). Nach Voraussetzung existiert eine Karte (U, ¢) von M
um py mit f o=t € Cke(M). Offenbar gilt f o € CH[U N V]).
Wegen

(fov™)(2) = (fop lopoy™)(z), z €y[UNV],
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folgt fir j € N™ mit |j| = k aus der Kettenregel,

3j(fo¢_1)(x) zaj(fogp_l) oaj(¢o¢_1)(x), xeYUNV].

Nach Definition haben wir §/(f o ¢=1) € C*(p[U N V]) und aus dem
Mittelwertsatz ergibt sich 87 (p o ¢~1) € C*~(4[U N'V]). Nun folgt die
Behauptung aus Lemma 3.1(f). Die Aussage fiir f € c*t*(M) zeigt
man mit Lemma 3.1(g) analog.

(b) Dies folgt aus (a) und Lemma 3.25.

0

Sei (U, ) eine Karte von M und V := ¢[U]. Damit im Folgenden unsere
Notation etwas 0konomischer wird, erklaren wir die Vorwértstransformation
(push forward) mittels ¢ durch,

0. :RY - RY  a— pa:=aop™!

Unser niichstes Ziel ist es, eine Norm auf den Rdumen C***(M) zu definie-
ren. Dabei stellt es sich als sinnvoll heraus, zuniichst die Rdume C*(M) zu
betrachten. Sei k € N, A = {(U1, 1), ..., (Un, ©n)} ein endlicher Atlas von
M und {ny,...,m,} eine der Uberdeckung {U,, ...,U,} untergeordnete glatte
Zerlegung der Eins. Man nennt {(U;, ¢, m); 1 € {1,...,n}} ein Lokalisie-
rungssystem fiir M.

Fiir f € C*(M) setzen wir,

£ 11k == max [ (m1f)[Ikoo = max max |07 (pru(71f)) -

1<I< 1<I<n |j|<k

Bemerkung 3.27 Fir k = 0 ist die Norm || ||o dquivalent zur Supremums-
Norm || ||ec auf C(M).

Beweis: Sei f € C(M).

[fllo = maxici<n [|(@r(mf))lloo < | f oo
[flleo = 112205 Tiflloo < 200y 1T f lloe = 20021 (T ) oo < 2l fllo-

g

Lemma 3.28 (C*(M), || ||x) ist ein Banachraum.
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Beweis: Man sieht leicht, dass || || eine Norm ist. Sei nun ( f,,),, eine Cauchy-
folge in (CK(M),] ||x). Mit Bemerkung 3.27 folgt, dass (f,,). auch eine
Cauchyfolge in (C(M), || ||o) ist. Etwa f, — . f. AuBerdem ist fiir alle
1 €{1,...,n}, (@1(mfm))m eine Cauchyfolge in (BUC*(o[U]), || ||k.00)- Et-
Wa Q1 (i fm) =ik 90> filr m — oo. Insbesondere @, (7 fm) — | g, filr
m — 0o. Wegen

[ (mf) = e (mfm)lloc = [m(f = frn)lloo < If = Finlloos
folgt aus der Eindeutigkeit der Limiten in (BUC(¢[U]), || ||c):

pr(mf) = g € BUC*(g[Ul]),
und daher 7 f € C*(M). Also insgesamt,

f = Z?Tlf € Ck(M) N fm il f
=1

Als letzter Schritt bleibt noch zu zeigen, dass die Topologie Auf C*(M)
unabhingig von der Wahl des endlichen Atlas ist. Seien A und A’ zwei
endliche Atlanten von M, die denselben maximalen, glatten Atlas bestim-
men. Bezeichne | [|x, bzw. |||z, die Norm auf C*(M) beziiglich A bzw.
A’. Dann sind diese Normen wegen (C*(M), || [|r,) — (C(M),]|l) und
(CH(M), | lky) = (C(M), ]| loc) geméB Lemma 2.19 dquivalent.

O

Nun kommen wir zur Norm auf C*+%(M). Wir definieren fiir f € C***(M):

[ Fllk+o := max || (pr (7)) |5+ = max (||(wz*(ﬂzf))llk,m+gl|g;§ [0 (r(mif))]a)-

1<i<n 1<i<n
Bemerkung 3.29 || ||z+a st wohldefiniert.
Beweis:
vi-(mif) € CH@Ui]) N Co(@i[Uh]) € BUCH(@i[Uh).
Sei nun j € N™ mit |j| = k. Dann gilt,
o (pulm) = (1) umior(ouf) € BUC (i)
5<j
geméB Lemma 3.12(a) und Korollar 3.5. Daher ergibt sich,

oi(m f) € BUCK ™ (g[U)),
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was zeigt, dass || ||+ wohldefiniert ist.

Lemma 3.30 (C***(M),|| ||g+a) ist ein Banachraum.

Beweis: Man sieht wieder leicht, dass || ||x+a eine Norm ist. Sei (f,,)mn eine
Cauchyfolge in (C***(M), || ||g+a). Dann ist (f)m auch eine Cauchyfolge in
(Ck<M), %) Etwa f, =1 f-Seil € {1,...,n}, j € N mit |j] = k.
Dann gilt, ‘ A
& (e1e(T1fm)) = o0 & (01(mif)) , M — 00,
Andererseits ist (07 (¢ (m[f)))  eine Cauchyfolge in (BUC*(oi[Ul)), || |la)-
Etwa '
& (re(mfm)) =1a g, m — 0.

Aus der Eindeutigkeit der Limiten in (BUC(¢[U]), || ||«) folgt,

& (¢r(mf)) = g € BUC(o1[U1]).

Da dies fiir alle [ € {1,...,n} und alle j € N mit |j| = k richtig ist,
haben wir f € C***(M) und f, —|,,. f- Ein analoges Argument wie in
dem Beweis von Lemma 3.28 zeigt, dass die Wahl verschiedener endlicher

Atlanten, die denselben maximalen, glatten Atlas bestimmen, dquivalente
Normen auf C*+t(M) ergibt.
O

Wir haben nun zwei verschiedene Normen auf C*(M). Zum einen ist (M, d,)
ein metrischer Raum und wir kénnen C'*(M) mit der Norm

[fla = [[flloo + [fla, f € C*(M)

ausstatten. Zum anderen haben wir die Norm

[flla := max || (g (mf))a, fe (M)

1<I<n
beziiglich eines Lokalisierungssystem {(U;, p;,7m;); j € {1,...,n}} fur M.
Bemerkung 3.31 Die Normen | |, und || ||o sind dquivalent.

Beweis: Aus Bemerkung 3.27 folgt (C*“(M), | ||a) — (C(M),|||l«)- Es gilt
offenbar auch (C*(M),| o) — (C(M),|||ls). Daher folgt die Behauptung
aus Lemma 2.19.

g
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Da die Normen | |, und || ||o dquivalent sind, schreiben wir zukiinftig immer
|| || fiir eine der beiden Normen auf C*(M). Denn fiir topologische Betrach-
tungen spielt es keine Rolle, welche der beiden Normen wir betrachten, und
bei konkreten Rechnungen wird stets klar sein, welche Norm verwand wird.

Lemma 3.32 Fir0 < a <1 gilt:

CY(M) — C*(M) — C(M).

Beweis: Sei f € C'(M) und (U, ¢) eine Karte von M. Geméfi Lemma 3.1(d)
gilt,

fop € ClplU]) € CT (#lU]) € e*(lU]).
Daher folgt f € ¢*(M) C C*(M) und mit Lemma 2.19 ergibt sich die Be-

hauptung.
OJ

Als néchstes geben wir eine zum letzten Abschnitt analoge Charakterisierung
der kleinen Holderrdume auf (M, g) an.

Satz 3.33 Sei a € (0,1). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :

(i) | € c*(M).
Sl

(i) feC>(M)
(iii) Fir jede Karte (U, ) von M und jedes m € D(U) gilt p.(7wf) € buc*(p[U]).

Beweis: “ (ii) = (i) ”
Der Beweis von Lemma 3.32 zeigt C*°(M) C ¢*(M). Weil ¢*(M) nach Ko-
rollar 3.10 ein abgeschlossener Untervektorraum von C*(M) ist, folgt

o=(0) ' < ().

“ (i) = (itg) ”

Sei f € ¢*(M), (¢,U) eine Karte von M und 7 € D(U). Wegen fo o' €
(p[U]) und 7o @t € ¢*(p[U]) N Ce|U]) folgt aus Lemma 3.12(b) und
Korollar 3.8,

pu(mf) € c*(lU]) N Ce(plU]) S buc®(@[U]).
“ (i) = (id) 7
Weil M kompakt ist existiert gem. Lemma 3.25 ein Atlas { (U1, ¢1), ..., (Un, ¥n)}
sowie Konstanten ¢, C' > 0 mit

Vie{l,....,n}Vq,q € Uj:cloj(q) —¢;(q)] < dylq,q) < Clpila) — i)l
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Sei weiter {my,...,m,} eine der Uberdeckung {Uy,...,U,} untergeordnete
glatte Zerlegung der Eins. Wir setzen:

om 0i(mif)(z) , falls z € ¢[Uj] .
gj :R™ — R, xl—>{0 falls o & U] je{l,...,n}.

Fir alle j € {1,...,n} gilt g; € buc*(R™) (gem. Korollar 3.8). Wegen Satz
3.19 gibt es eine Folge (gjx)r € BUC™®(R™)N : gj —j. 9;- Wir konnen
0.B.d.A annehmen, dass es eine kompakte Teilmenge K; C ¢[U;] gibt, mit

Vk € N:supp(g;) € supp(g;x) € Kj.

Denn aus Satz 3.19 wissen wir, dass ¢, * g; —|. g, € — 0 fiir einen
glattenden Kern {¢.;e > 0} und die Trigereigenschaft der Faltung (siehe
[2], Theorem X.7.10) liefert

supp(¢. * g;) C supp(g;) + eB™ C o[Uj],

fiir € hinreichend klein.
Wir setzen

, falls p € U;

o (gjx © ©5)(p)
f]'_wjf’fjk'MﬁR’p'_){O Cfallsp ¢ U;

Wegen f; € ¢*(M) fiir alle j € {1,...,n} haben wir,
F=Y _mf=>Y_fec(M).
j=1 j=1
Es gilt supp(fjx) = ¢;'[K;] € U; und f;, € C®(M) fiir alle k € N. Sei

J
L;:= gpj_l[Kj] Usupp(7;), dann ist L; C U; kompakt und

0j = pieanj dy(p, U5) > 0.

Wir zeigen fi — .. fi-

1) fit =l fj- Dies gilt wegen:

F(0) = fu(p)] = { Io(gj ° ¢;)(p) = (gjr 0 ;) (p)] izﬁ: g ; gj

= f5 = Firlloo <Nlg5 = gstlloc = 0, & — oo

2) fik —1). [f;- Dies gilt wegen:
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a) L. Fall, pe UsVvqeUs:0<dyp,q) <o

= Ui ®)- ({J(q) fir@l _

[dg(P,q)]*

b) 2. Fall, p € UV q € US : 0; < dy(p,q)

=

|(£5(P)— £ (P) = (£ (@) —Fin(a))] < 2||fj—Firlloo
[dg(p.a)]> of :

c) 3. Fall, p,q e U;. z :=p;(p), v := ¢;(q)

= |(f5 ()= fin (P)) = (fi (D) = fin ()] < (g5 () =95k ()= (9; (¥) =gk ()]

@y () =yl
< L9 — gjkla-
Damit haben wir:
5 = firlo < max{ze, 5 = finlloo + (95 = gjula)
< max{=, %}(ng — giklla — 0, k — oo.

Schlieflich erhalten wir :
1f =225 Firlla = Q25 m)f = 2252 fiklla
= 122505 = fir)lla
< Yo lfi= filla =0, k— oo

Korollar 3.34 Es sei a € (0,1). Dann gilt:

e = ogn'™

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Beweis von Lemma 3.32 und Satz

3.33.
U

Korollar 3.35 Fir0< g <a<1 gt

C*(M) <% F(M).
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Beweis: Lemma 3.1(d) und 3.11 liefern C*(M) — ¢?(M). Wegen C*°(M) C
C(M) C P (M) folgt aus Satz 3.33,

o' = (),

g

Als néchstes wollen wir zeigen, dass die kleinen Holderrdume iiber M sepa-
rabel sind. Als Vorbereitung hierfiir beweisen wir zwei Lemmas.

Lemma 3.36 Sei X C R™ offen und beschrinkt, k € N. Dann ist
(BUCH(X),1q,..) separabel.

Beweis: Als eine Konsequenz des Satz von Stone und Weierstrass wird in
[8], Satz 4.3-13 gezeigt, dass fiir jeden kompakten metrischen Raum (Y, 7)

der Raum (C(Y'), 74, ) separabel ist. Daher ist (C(X), 74, ) separabel. In [1],
Anwendung VI.2.2 wird gezeigt,

(C(X)J Tdoo) gisom.isomm"ph (BUC(X), Tdoo)-

Sei o € N™ und 7 die Initialtopologie der Familie ((BUC(X), 74, ), 0%)jaj<k
auf BUC*(X). Dann gilt 74, = 7.

44 2 b

Sei f € BUCKH(X) und o € N™ mit |a| < k. Wegen [|[0%floec < ||f]lk.00 st

9* : BUC*(X) — BUC(X) (74, .., Ta..)-stetig. Daher folgt 74, _ 2 7.
[13 g b2
Sei f € BUC*(X), € > 0. Dann haben wir

Ba,..(f,6) = {1 (0%) ' [Ba(f. )],

o<k
also 74, . C 7.
& YaeN" [of Sk [0°(f = g)llw <
& VaeN" |a| <k :0% € By (0%f,¢)
& VaeN" |a|<k:ge (0%) By, (0°f, ¢)
< g€ ﬂ|a\§k<aa)_1[Bdk,o@(f7 g)l ]

Sei 34, eine abzihlbare Basis von 7. Dann zeigt Lemma 2.18, dass

(g € BdHHk,oo (f? 5)

3= {()710]; O € By, a € N™ mit |a| < k}
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eine Subbasis von 7 ist. Bezeichne P.3 die Menge der endlichen Teilmengen
von (. Dann ist {(5*; §* € P.5} eine abzédhlbare Basis von 7. Folglich ist
(BUCK(X), 4, ..) ein Ay-Raum, also separabel.

U

Lemma 3.37 Firk € N ist (C*(M),14,) separabel.

Beweis: Weil M kompakt ist und die kompakten Teilmengen von M eine
Umgebungsbasis bilden, existiert ein endlicher Atlas A = {(U1, 1), ..., (Un, ¢n)}
von M, so dass V; := ¢;[U,] offen und beschréankt ist fiir alle j € {1,...,n}.
Wir setzen

D, : CH(M) — BUCHV;), [ @julmf).

Sei 7 die Initialtopologie der Familie ((BUC*(V;), 7a, ), ®;)je(1,...n}- Dann
gilt 74, = 7.

“ 2 ”

Sei fe C*(M), je€{1,...,n}. Wegen

195(f)llx 0 = max 10° (s (75 £)) lloo < N1 £l

ist ®; (74, 7a,, .. )-stetig. Daher folgt 74, O 7.
14 g 2
Sei f € C*(M), ¢ > 0. Dann haben wir

Bo(f,)= () (2) ' Bay(f.0)],

also 74, C 7.

[g € By, (f.€) Vie{l,...,n}: maxy<i [|0%(pju(mif — 79)) |0 < €
Vie{l,...,nt: lopu(mif) — in(mig) koo <€
\V/] € {17 s 7n} : CDj(g) € Bdk,oo(¢j<f)76)

Vj € {17 s 7n} ‘g€ ((bj>_1[Bdk,oo(q)j(f)75)]

(S R

.....

Sei fiir alle j € {1,...,n}, B; eine abzdhlbare Basis der Topologie 74,  auf
BUC(V;). Dann zeigt Lemma 2.18, dass

5 = {(CI)]_l[OJ], Oj S Bj» j € {1,...,71}}
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eine Subbasis von 7 ist. Daher ist {(|3*; " € P.5} eine abzihlbare Basis
von 7. Folglich ist (C*(M), 74, ) ein Ay-Raum, also separabel.
U

Satz 3.38 Fiir o € (0,1) ist (¢*(M),7a,) separabel.

Beweis: Sei {u,, ;n € N} eine abzihlbar dichte Teilmenge von (C*(M), 74, ).
Bezeichne ¢ : CY(M) — C*(M), z — =z die Einbettung von C*'(M) in
C*(M). Wegen

JCH M) = t[{un;n € N} ) C {e(un);n € N} ™ C (M),

folgt die Behauptung aus Korollar 3.34.

Satz 3.39 Fir o € (0,1) ist (C*(M),1q4,) nicht separabel.

Beweis: Die Multiplikation mit einem Skalar A # 0 ist ein Diffeomorphismus
auf R™. Daher kénnen wir wegen Lemma 3.25 eine Karte (U, ¢) von M finden
mit p[U] = 2B™ und Konstanten ¢, C' > 0, so dass fiir alle p,q € U gilt,

clp(p) — p(q)] < dg(p,q) < Clo(p) — w(q)]-

Sei fiir a € (0,1), fo.o wie in Bemerkung 3.24 gewéahlt und 7 eine glatte Ab-
schneidefunktion, d.h. 7 € D(2B™) mit 0 < 7 < 1 und «|B™ = 1. Die Exis-
tenz einer solchen Funktion wird mit Hilfe der Approximationseigenschaft
der Faltung bewiesen, (vgl. [2], Satz X.7.14). Aus dem Mittelwertsatz folgt,
dass 7 Lipschitz-stetig ist. Fiir a € (0, 1) folgt, mit Lemma 3.1(e), Korollar
3.21 und Lemma 3.13, 7 f,, € BUC*(2B™) N C.(2B™). Wir setzen

. (Mfaaow)(p) ,peEU
va7a.M—>R,p»—>{0 peU

Wir zeigen, v, € C*(M).
Wegen supp(va,a) = ¢~ [SUpP(7 fo.a)] gilt supp(ve.) CC U.

(i) 1. Fall, py € U°.
Es existiert eine Umgebung @ von py mit Q Nsupp (v, ) = @ und daher

Vaal@ = 0.
= Vg, ist a-Holder-stetig in py.
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(i) 2. Fall, pp € U
Fiir alle p,q € U gilt:

|Va,0(P) = Vaa(q)| < (T fa.a © ©)(P) = (T faa © 0)(q)] < (7 fa.0la
[do(p. )]~ clio(p) — l(a)|* -«

= Vgq ist a-Holder-stetig in py.

Daher haben wir v,, € C*(M). Mit Bemerkung 3.24 folgt fiir a,b € (0,1)
mit b > a,

|[va,0 (0~ (be1))—vp,a ™t (be1)) —va,a e (ae1))+vp.a (e (ae1))|

[Ua,a - Ub,a]a > [dg (o~ 1(ber), o~ (aer))]™
> |aalber) = foa(ber))=(fa.alaer) = fo.alac1))|
- Calb_a|a
_  _(=a)~
= Cofae
- L
= Ga-

Da die Menge {vaq;a € (0,1)} iiberabzéhlbar ist folgt die Behauptung.
U

Im néchsten Korollar wollen wir festhalten, dass sich auch im Riemannschen
Fall die kleinen Holderrdume von den groflen unterscheiden.

Korollar 3.40 Fir a € (0,1) gilt buc*(M) # BUC*(M).

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.38 und Satz 3.39.



Kapitel 4

Mittlerer Kriimmungsfluss

4.1 Der Fluss auf Riemannschen Mannigfal-
tigkeiten

Sei in diesem Abschnitt stets:

° (M , ) eine glatte, zusammenhéngende und orientierbare Riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension (m + 1).

e (M, g) eine glatte, eingebettete Riemannsche Untermannigfaltigkeit der
Dimension m, die kompakt, zusammenhéngend und orientierbar ist.

Satz 4.1 (Tubenumgebungstheorem) FEs existiert ein a > 0, so dass mit
N, :=A{(p,v) € NM;|v|; < a}, exp|n, ein Diffeomorphismus auf sein Bild
R, ist.

Beweis: £ := {v € TM;dom(v,) D [0,1]}, exp : £ — M (vgl. Notation von
2.1.11). Ferner setzen wir Ey := € N NM, My := {(p,0);p € M} C NM.
Weil NM eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von TM ist und € offen
in TM ist, ist expley glatt. Wir zeigen zunichst, dass exple, ein lokaler
Diffeomorphismus in einer Umgebung von M, ist, indem wir zeigen, dass das
Tangential (exple, )« surjektiv ist fur jedes (p,0) € Mp.

(i) 1. Fall, v € T,M.
Es existiert ein glatter Weg v : (—¢,¢) — M mit y(0) = p, %‘t:(ﬂ(t) =
v. Wir setzen 7 : (—¢,6) = NM , t — (y(¢),0).
(expley )« (G, 7(1) = G|, (expley 0 H)(t) = &[,_7(1) = v.

53
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(ii) 2. Fall, w € N, M.
Wir setzen o : (—e,6) = NM , t — (p, tw).

(expley )« (G, (1)) = G, (expley 0 0)(t) = Z],_y(exp,(tw)) = w.

Wegen T, M = T,M @& N,M schen wir, dass (exp|e, ). surjektiv ist. Aus dem
Umbkehrsatz folgt daher, dass exple, ein Diffeomorphismus in einer offenen
Umgebung Oy von (p,0) in NM ist. Wegen Korollar 2.14 existiert eine
offene Umgebung U, von p in M sowie ¢, > 0 mit

Vipo) = {(qyw) e NM;q e Uy, |w|g <ep} C Op.0)-

Da dies fiir jeden Punkt (p,0) € My richtig ist, erhalten wir eine offe-
ne Uberdeckung Voo Y poyemy, von My. Wegen der Kompaktheit von M
(M — My, p — (p,0) ist stetig) existiert eine endliche Teiliiberdeckung
Vipi,0)s - - s Vipe,0)} mit entsprechenden offenen Mengen {U,...,U;} und
entsprechenden ey, ..., .

{Uy,...,U;} ist eine offene Uberdeckung von M und hat daher eine Lebesgue-
Zahl §. Ferner existiert wegen der Kompaktheit von M und Lemma 2.11 ein
r > 0, so dass fiir alle p € M, exp, mindestens auf rIB%ng(p) C TpM defi-
niert ist und ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Wir wéhlen 0 < a <
min{eq, ..., e, 7,0/2}. Dann ist exp|y, injektiv: Seien (p,v), (p/,v’) € N, mit
exp((p,v)) = exp((p/,v")) =: q. Angenommen dz(p,p') > 9.

= 2a > dg(p, q) + dg(q,p’) > dg(p,p’) > 6.

Dies ist ein Widerspruch! Hierbei haben wir B(p, a) = By, (p, a) bzw. B(p', a) =
By, (p', @) benutzt (vgl. Bemerkung 2.10 (ii)). Folglich haben wir d(p, p) < 4.
Daher gilt p,p’ € U; fir ein j € {1,...,k}, woraus p = p’ folgt. Somit haben
wir insgesammt exp|y, € Diff (V,, R,).

U

Korollar 4.2 Bezeichne v das glatte Einheitsnormalenfeld auf M (gem. Lem-
ma 2.17). Dann ist

V: M x (—a,a) — M, (p,\) — exp, (Av(p))
ein Diffeomorphismus von M X (—a,a) auf R,.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.1, Lemma 2.17 und Lemma 2.3.
O
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Wir zerlegen die Inverse von 9 in 97! = (P,A), so dass P € C*®(R,, M)
und A € C*®(R,, (—a,a)). Im euklidischen Fall (M, g) = (R™"!,n) und der
Identifizierung von X € T,R™*! mit p + X € R™*! haben wir,

0 M x (—a,a) = R™ (p, ) = p+ Av(p).
Satz 4.3 FEs qilt,
Ro=Bg,(M,a) :={pec M;ds(p, M) < a},

d.h. R, besteht genau aus den Punkten, deren Abstand von M beziiglich der
Metrik dg kleiner als a ist.

Beweis: “C“

Dies folgt aus Bemerkung 2.10 (b).

“2“

Sei p € By, (M, a)\M. Weil M kompakt ist existiert ein ¢ € M mit

ds(p,q) = dg(p, M) =: 7.

Wegen p € By, (¢q,a) = B(q, a) existiert eine minimierende Geodétische I'y,
von ¢ nach p. Wir miissen zeigen, dass I'g, die Hyperebene M senkrecht
schneidet. Dazu konnen wir annehmen, dass ¢ in einem geodétischen Ball
B(p, R) mit Radius R > r um p enthalten ist.

[ Ist dies nicht der Fall, finden wir gem. Lemma 2.11 eine Uniform-Normale-
Umgebung W von g¢. Sei p’ € W\{q} N[ yeo. Dann gilt dy(p', q) = dz(p', M).
Angenommen: Es existiert ein ¢’ € M : dy(p',¢') < dz(p', q), so haben wir,

ds(q',p) < dz(q'.p") +ds(p',p) < dz(q,p") +ds(p',p) = L(Lgeo) = d3(q, p).

Dies ist ein Widerspruch! |

Sei 7 eine Parametrisierung von Iy, nach der Bogenldnge und mit Anfangs-
punkt n(0) = p. Fir X € T,M existiert ein o : (—¢,e) — M N B(p, R)
mit ¢(0) = ¢ und ¢’(0) = X. Ferner definieren wir 6 := 1(exp,'oo) :

(—¢,€) — T,M und o
v:(—g,e) x [0,7] = M, (s,t) — exp, (t5(s)).

5(0) hat in Normalkoordinaten (z',...,z™%1) (vgl. Abschnitt 2.1.11) die
Form
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Wegen Bemerkung 2.10 hat daher #(0) Lénge 1 und es folgt v(0,¢) = n(t)
fur alle ¢ € [0,7]. Es gilt,

V(T’) = 65'7(0>T) = %|S:0 exp,, (Té'(s)) = % S:OU(S) = X,
V(0) = 40,0 = £|._, expy(0) = 0.

Daher folgt aus der Variationsformel (Lemma 2.7),

_ di LT = (V()[i(), + (V0)]3(0)) -

Also haben wir (X‘ﬁ(r))g = 0. Da dies fiir alle X € T, M richtig ist, folgt
n(r) = £v(q). Hiermit ergibt sich die Behauptung.

0

s=0

O

Wir nennen Ad := {p € C°(M); ||p|lso < a} die Menge der zuléssigen Funk-
tionen. Fiir p € Ad definieren wir,
Jp: M — Ry, p = exp, (p(p)r(p)).

Korollar 4.4 Das Bild M, := im(1,) von 9, ist eine kompakte, glatte, ein-
gebettete Hyperfliche von M und es gilt ¥, € Dif(M, M,).

Beweis: Offenbar ist ¥, glatt und injektiv. Insbesondere ist M, kompakt.
Wir setzen

®,: R, — R, g Alg) — p(P(q))-

®, ist glatt und es gilt ¢ € M, < ¢ € ®,'(0). Wir haben grad ®, # 0:
Mit € R, und s := P(z) sei

v:(=a,a) = Ry, t — exp, (tv(s)).
Dann haben wir fiir ¢y := A(z) € (—a,a):
(po P)u(+'(to)) = (po Po7)(t) =0,
(A). (1)) = (A o) (ko) = (£) (o) = 1.

Aus dem Satz vom reguldren Wert folgern wir, dass M, eine glatte, ein-
gebettete Hyperfliche von M ist. Wegen P|y, € C*(M,, M) und 9, €
C>*(M, M,) sowie Py, o ¥, = idy und 9, o Ply, = idy, folgt J, €
Diff(M, M,).

O

Es sei nun p € C*((0,T),C>(M)). Wir setzen:
p:(0,T) x M — R, (t,p) — p(t)(p).
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Lemma 4.5
(a) p€C>=((0,T) x M).
(b) Vpe M : p(-,p) € C=((0,T)) und

O Rltp) = S p(t)(p),

Beweis:
(b) Sei (to,p) € (0,T) x M.

fi PP) = plto,p) _ . p(0)(p) = plto)(p) _ d
t—to t— 1o t—to t— 1o dt

p(to)(p)-

Der Rest folgt durch Induktion.
(a) Sei (U, ) eine Karte von M. Wir definieren,
pe (0.T) x o[U] = R, (t,2) = p(t, 07 (2)).

Seien @ € N™, n € Nund (t,z) € (0,T)x¢[U]. 0f bezeichne die n-fache
partielle Ableitung nach der ersten Variable und 0% = 97" 05 --- 9™
bezeichne die partiellen Ableitungen beziiglich der zweiten Variable.

00 po(t,x) = 0°0pp(t ¢ (x))
= 0*(Gmp(t) op™!) ().

Wegen £-p € C((0,T),C*>(M)) folgt 9*0;'p, € C((0,T) x ¢[U]).
Hieraus ergibt sich die Behauptung.

U
Die Menge der zuldssigen Funktionen Ad ist eine offene Teilmenge von C'*°(M).
Sei p € C'OO((O, T), Ad). Wir definieren,
®;:(0,T) x Ry — R, (t,z) — A(z) — p(t, P(x))

und
05:(0,T) x M — Ry, (t,p) — 9(p, p(t,p)).

Sofern keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreiben wir wieder @,
statt @, bzw. 9, statt ¥;. Auerdem setzen wir,

My :=1m(J,4)) = im(J,(t,-)) = {z € Mz = J(p, p(t,p)),p € M}, t € (0,T).
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Aus Korollar 4.4 folgt, dass M, eine glatte, kompakte, zusammenhéngende
Hyperfliche von M ist. Wegen M, = ®1(t,-)(0) ist My orientierbar
und wir erklédren das duflere Einheitsnormalenfeld v(t, ) auf M, am Punkt
T = 19(p, ﬁ(t,p)) durch

d d,(t
u(t,p) = £ ol 7)  (t.p) €(0,T) x M.
lgrad ,(t, )3 | ,m o500

Wir kommen nun zur Definition der Normalgeschwindigkeit. Sei (¢,p) €
(0,7) x M und = = 9(p, p(t,p)). Weil R, offen ist, schlieBen wir aus den
Eigenschaften der Exponential-Abbildung (Lemma 2.8), dass es ein Intervall
(—b,b) gibt, so dass exp, (rv(t,p)) definiert ist, und dass exp,, (rv(t,p)) € R
fir alle r € (—b,b) gilt. Wir definieren die Hilfsfunktion ¢ durch

(7, 7)== Aexp, (rv(t, p))) — p(t + 7, Plexp, (rv(t,p))))
fiir (1,7) € (—t,T —t) x (=b,b). Es gilt ¥ € C®((—¢t,T — t) x (—b,b)) und
¥(0,0) = A(x) — p(t, p) = 0.
02(0,0) = £| _%(0,)
= A (g],_yexpu(rv(t,p))) — p(t, )Pe( 4|, _ exp, (rv(t, p)))
= (A= p(t, ) Pv(t, p)
= (grad @,(t,2)|v(t,p)),
= |grad ,(t,x)|; # 0.
Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt, dass es ein ¢ > 0 und eine

eindeutig bestimmte Funktion h € COO((—E,E),R> gibt mit ¢(T, h(T)) =0
fir 7 € (—¢,¢). Aulerdem gilt

o —31¢(0>0) _ atﬁ<t7p)

h'(0) = 91h(0,0)  |grad ®,(t,x)|;

z=1(p,p(t,p))

Wir haben exp, (h(7)v(t,p)) € Mpyusr). Daher ist h(7) der Zuwachs am
Punkt = J(p,p(t,p)) € My in Richtung der &duBeren Einheitsnormale
v(t,p). Wir nennen h/(0) die Normalgeschwindigkeit V'(¢,p) von [t — M|
bei t und x = ¥(p, p(t,p)). D.h.

N . atﬁ(tvp)
Vp) =0 = rad e, .ol

x=1(p,p(t,p))
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Fiir p € C>~((0,T), Ad) definieren wir L, := L(p) und H, := H(p) durch

L,(t,p) := |grad ®,(t,2)]3] € (0,T)x M

z=9(p,p(t,p))’ (t,p)
bzw.

Hp(t,p> = ﬁ;(t)HMP(t) (p) , P E M.

Ferner setzen wir,

G(p) = <fM Frdon, / H,9%doy, — Hp>

Wir betrachten nun die Evolutionsgleichung

dp(t)

P = G (pl) , 90) = o (4.1)

Sei 0 < 3 < 1. Eine Funktion p : [0,7) — V := {f € MP(M); || fllip < a}
heifit klassische Losung, wenn die Evolutiongleichung (4.1) punktweise erfiillt
ist und wenn p € C([0,7),V)NC*>((0,T), C>(M)) gilt. Sei p eine klassische
Losung, t € (0,T) und o € M. Dann existiert ein eindeutiges p € M mit
Do) (p) = exp, (p(t,p)v(p)) = x. Daher haben wir

dp
7 0) = Ly(t.p <IM

/ H 19* dOM o(t) Hp(t) (p)> bl

@0,

mit Lemma 4.5 folgt,

atﬁ(tv p)
|grad ®,(t,)l5

H 19* HMp(t) (p)

:B:ﬂ(pvﬁ(tvp))

Also insgesamt,
Vi(t,p) = Huyy = Hy,, ().

Daher erfiillt die Familie {M,);t € [0,7)} die Gleichung des gemittelten
mittleren Kriimmungsfluss,

V=H-H, My= M, (4.2)

4.2 Der Fluss in der Nihe von Sphiren

Seinun (M, §) = (R™*!, ) mit der euklidischen Metrik 7. Ferner sei (M, g) =
I, n|T"), wobei I' C R™*! eine glatte, eingebettete Hyperfliche des R™+! ist,
n
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die kompakt, zusammenhéngend und orientierbar ist. Unter diesen Voraus-
setzungen wird in [6] gezeigt, dass die Evolutionsgleichung (4.1) eine quasi-
lineare Struktur tragt, und dass sich auf sie ein allgemeines Resultat von H.
Amann iiber die Existenz und Eindeutigkeit von quasilinearen parabolischen
Problemen anwenden 148t. Hieraus erhélt man, dass fiir pg € V Gleichung
(4.1) eine eindeutige lokale klassische Losung besitzt.

In [6] wurde dariiber hinaus folgendes gezeigt:

Satz 4.6
a) po ist genau dann ein Equilibrium von (4.1), wenn M, eine Sphdre ist.

b) Sei S C R™L eine Sphiire. Dann existiert eine Umgebung W von 0 in
ct*8(8), so dass fir alle pg € W die Losung p(-, po) von (4.1) global
existiert und exponentiell gegen eine Sphdre konvergiert fir t — oo,
wobei die Konvergenz in der C*(S)-Topologie stattfindet fiir festes k €
N.

Im Schlussteil der Arbeit wollen wir ein Korollar beweisen, dass sich aus dem
Teil b) des Satzes ergibt.

Korollar 4.7 Konvexitdt ist nicht notwendig fir die globale Fxistenz des ge-
mittelten mittleren Krimmungsflufl (4.2). Genauer existieren nicht-konvexe
Hyperfidchen G, so dass die Losung von (4.2) mit Anfangsbedingung My = G
global existiert und exponentiell gegen eine Sphdre konvergiert.

Fiir den Beweis des Korollars betrachten wir den Fall ebener Kurven.
Lemma 4.8 Sei I C R kompakt und f € C*(I,R), so dass
v:I —R?* t (14 f(¢))(cost,sint)

eine requldare Kurve ist. Dann gilt fiir die Krimmung k von 7,

L= (L FO) @) 2/ (0) + (1) +2(f(1)”
[+ 1) + (F) T
Fir f(t) < 1 und f(t) < 1 haben wir daher,
K(t) =1 — f(t).
Beweis: Nach [1], Satz VII.2.10 gilt,

K(t)

b — i

()2 + (5)2)**

K =
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mit z(t) := (1+ f(t)) cost und y(t) := (1 + f(t)) sint. Wir berechnen,

i(t) = —(1+ f(t))sint + f(t) cost,
#(t) = =2 () sint + (f(t) = f(t) — 1) cost,
§(t) = f(t)sint + (14 (1)) cost,
() = (F(t) = f(t) = 1)sint + 2f(¢) cost.

Zur Abkiirzung setzen wir, a := a(t) := —(1+ f(t)), b := b(t) := f(t) und
¢ :=c(t) == f(t) — f(t) — 1. Damit erhalten wir,

L(t)ii(t) — y(t)E(t)
= (asint+bcost)(csint + 2bcost) + (acost — bsint)(ccost — 2bsint)
= acsin®t + 2absint cost + besint cost + 20 cos? t + accos? ¢

—2absintcost — besint cost 4 2b% sin® ¢
= ac+2b?
= —(1+ ) = 1) = 1) +2(f(1)°
= 1— (L+ F@) () + 2f(8) + (F1)” +2(f (1))

((1)* + (§(t))” = (asint+beost)?+ (bsint — acost)?
= a*+ b
= (1+10)" + (f)

folgt die Behauptung.

Fiir p € ¢!7(S1) setzen wir wieder
0y 8" =R, prp+p(p)r(p),

sowie I', :=im(?J,).

Um das Korollar zu beweisen, zeigen wir, dass in jeder Umgebung W von 0
in MP(S) ein py € W existiert, so dass T}, eine nicht-konvexe Kurve ist.
Wir geben zuniichst einen glatten Atlas fiir S! an. Seien

Uf ={(z,y)eS*; 2 >0} , U :={(x,y) €S';z<0},
Uf = {(z,y) € S*;y>0} , Uy‘ :={(x,y)651;y<0},
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sowie
i Uf = (L1, (wy) =y, ¢, Uy = (=L1), (z,y) =y,
oy Uy = (=L1), (y) =, ¢, Uy = (-1,1), (z,y) — =
Dann rechnet man leicht nach, dass
A={UF,¢7), (U, 907), (U 08), (U, 00}

ein glatter Atlas fiir S! ist.
Beweis:|[von Korollar 4.7] Sei n € N*. Wir definieren folgende Abbildungen,

b1 UF — (=7/2,7/2), (2,y) — arcsiny,

fu: (~m/2,71/2) = R, m{ (=1t )7 b€ [=1/n, 1/n]

,t¢[-1/n,1/n]
e (fno?)(p) Us
. n © D apE x
vn.Sl—>R,pn—>{0 pEUF

Offensichtlich gilt,

supp(v,) C {(x,y) € US; —sinl1 < y < sin 1} fiir alle n € N*.
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Im ersten Schritt zeigen wir v,, —,,, 0 fiir n — oo. Dazu ist es sinnvoll,
einen anderen Atlas zu verwenden. Wir stellen fest, dass (U, ¢) eine Karte
von S ist. Denn es gilt ¢ = arcsin o ¢, . Daher ist 1 ein Hom&omorphismus
auf sein Bild und die Kartenwechsel sind glatt. Aulerdem gilt

YH(t) = () ' osin(t) = ((1-sin® t)'/2,sint) = (cost,sint) ,t € (—7/2,7/2).
Wir setzen weiter,
U; = {(z,y) € S*; y >sinl}, Uy_ = {(z,y) € S*; y < —sin1}
und 3
=10 ¢, =0, |0, -
Dann ist 3 )
={(US¥), (Us, 02), (U, 85), (U, 6)}

ein glatter Atlas und A ist dquivalent zu A. Wir berechnen ||v, ||145 beziiglich
des Atlas A.

Sei {1, 7y, T3, m4} eine der offenen Uberdeckung O := {U, U, Uy*, Uy’} un-
tergeordnete glatte Zerlegung der Eins. Nach Konstruktion der Uberdeckung
O existiert ein j € {1,2, 3,4} mit

Ty 1|[ =L

Damit folgt,
[onllie = [[¥w(mjon) 148 = [ fall145-

Wir berechnen:

Ji(t) = { %((mﬁ —1)?(nt + 1)+ (nt — 1)3(nt + 1)2)  te[-1/n,1/n]
Lo t ¢ [—1/n,1/n]
und )
fn(t) -
{ 6(nt — 1)(nt + 1) + 18(nt — 1)%(nt + 1) + 6(nt — 1)3(nt + 1)) , t € [~1/n,1/n]
0 td [—1/n,1/n]

Daher haben wir
anHOO = 1/n2Hleoo — 0 firn — o0

und ' ‘
an”oo = 1/n||f1||oo — 0 fir n — oo.
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0.75 ¢

.
0.5 i

-1 =015 0is 1

fo
Es bleibt noch zu zeigen,

[fu]g — O fiir n — oo.
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Sei s,t € [—m/2,7/2] mit s # t.
(i) 1. Fall, s,t € [-1/n,1/n].

[ACE G 16 [fa(9)=fa(0)
fs—t/° [s — '77

(%)1_6 SupTE[—l/n,l/n] |fn(7—)|
= (%)17ﬂsup76[71,1] |f1(7)].

IA

(i) 2. Fall, s € (=1/n,1/n), t € [1/n,n/2].
Wegen |s —t| =t —s>1/n—s=|s—1/n| folgt,

fa(8)—Fu(1/m)]
s—1/n/?

< (3P sup, e (7).

[fn(8)—=fn(B)]
|s—t|?

IN

(iii) 3. Fall, s € (=1/n,1/n), t € [-7/2,—1/n].
Es folgt analog zu (ii)

BEEEY < (1) sup g L),

(iv) In den iibrigen Féllen gilt,

[fn($)=fn(®)] _

Damit haben wir gezeigt,

) 2 ..
s < ) sup [fi(r)] = 0 fiir n — oc.
n re[-1,1]

Also insgesamt,
anH1+5 = an”1+,3 — 0 fir n — o0.

Schlieflich miissen wir noch zeigen, dass I';, := I, eine nicht-konvexe Kurve
ist. Eine Parametrisierung von I',, ist gegeben durch,

Yo [=m, 7] = R?, t — (1+v,(cost,sint))(cost,sint).
Damit erhalten wir,

{ (1+ fu(t))(cost,sint) ,t e (—n/2,7/2)
(t) = ,
(cost,sint) yted (—m/2,m/2)
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Fiir n > 1 ist 7, eine regulire C*Kurve und mit f,(0) = —1/n?, f,(0) = 0
und f,(0) = 6 folgt aus Lemma 4.8,

_1- (1—1/n?)6 —2/n?+1/n*

0 0.
K;’Yn( ) |1_1/n2’3 <

Offenbar gilt k,,(t) =1 fir t ¢ [—1/n,1/n], was beweist, dass I',, eine nicht-
konvexe Kurve ist fiir n > 1.
O

=L 5k

Iy



Anhang A

Eine numerische Simulation

Auf den folgenden Grafiken ist eine numerische Simulation des gemittelten
mittleren Kriimmungsfluss mit Anfangsfliche I'(0) = I'y (vgl. Abschnitt 4.2)
zu sehen. Hierbei zeigt die gestrichelte Kurve jeweils die Anfangskurve I's und
die andere Kurve zeigt I'(¢) fiir verschiedene ¢ > 0. Die numerische Simulati-
on beruht auf einem semi-impliziten Finite-Differenzen Verfahren in der Zeit
mit polygonaler Approximation der Kurve. Fiir Details verweisen wir auf [12].
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