Prof. Dr. Uwe F. Mayer Sommersemester 2000
Analysis 4, Ubungsblatt 1

Wird am 28. April 2000 besprochen

1. Man zeige, daf3 durch das Gleichungssystem

2% —ycos(uv) + 22 =
22 % —sin(uwv) + 222 =

xy — sin(u) cos(v) + z =

die Variablen z, y, z lokal um (zo, %o, 20, u0, v0) = (1,1,0, 5,0) € R® als Funktionen von u
und v eindeutig bestimmt sind, und berechne

8_1'(:0) und Oz m

902 2020

2. (a) Man zeige, daB M := {(z,y,2) € R® : 22 + y* + 2* = 1} ecine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R? ist.

(b) Man gebe eine Karte um (0,0,1) von M an.
3. Man zeige, da eine “Figur Acht” keine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des IR? ist.
4. Man beschreibe durch eine lineare Gleichung den Tangentialraum Tp(S?) der Einheits-

sphiire S2 = {z € R3: |z| =1} in P = (%, %, %)
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Wird am 05. Mai 2000 besprochen

Es sei f(x,y,2) = x +y? — 2. Man zeige, daf die Methode der Lagrangeschen Multi-
plikatoren anwendbar ist um alle kritischen Punkte von f unter den Nebenbedingungen
22+ 9?2+ 22 = 1 und z = 22 + y? zu finden. Dann beniitze man eben diese Methode
um alle diese Punkte zu bestimmen, und schliellich berechne man das Maximum und das
Minimum von f unter diesen Nebenbedingungen.

(a) Man zeige, daB (0,1, 1) ein Tangentialvektor von S? := {(z,y,2) € R3: 22 +y? + 22 =
1} bei (1,0,0) € S? ist.

(b) Die Gleichung ¢1(z,y,2) = (x — /1 — y2 — 22,y + z, z) bestimmt eine Karte von S>
in der Nihe von (1,0,0) € S?. Welches 2-Tupel reprisentiert den Tangentialvektor
(0,1,1) € T(1,0,0) S? in den entsprechenden lokalen Koordinaten?

(c) Die Gleichung ¢o(z,y,2) = (22 +y*> + 22 — 1,y — 2,y + 2) bestimmt ebenfalls eine
Karte von S? in der Nihe von (1,0,0) € S?. Welches 2-Tupel reprisentiert den
Tangentialvektor (0,1,1) € T(1,0,0)S? in den diesen lokalen Koordinaten?

(d) Es sei ¢ = ¢i|ls2qr,t = 1,2, wo U eine passende Umgebung von (1,0, 0) ist. Man be-
rechne die Jakobimatrix des Koordinatenwechsels von 11 nach 2 am Punkt (1,0, 0)
und iiberpriife, da8 die Koordinaten des Tangentialvektors (0,1,1) € T(l,QO)S2 sich
eben mit dieser Matrix transformieren.

(a) Man bestimme alle moglichen c—Algebren auf der Menge {a, b, c}.
(b) Man bestimme alle moglichen Topologien auf der Menge {a, b, c}.

Ein metrischer Raum ist eine Menge X in welcher eine Distanzfunktion (oder auch Metrik)
p definiert ist, welche die folgenden Eigenschaften hat:

(a) 0 < p(x,y) < oo fur alle z,y € X.

(b) p(x,y) = 0 genau dann wenn x = y.

(c) p(x,y) = p(y, x) fiir alle z,y € X.

(d) p(z,y) < p(x, z) + p(z,x) fur alle z,y, z € X. (Die Dreiecksungleichung.)

Ist 2 € X und r > 0, dann heiit die Menge {y € X : p(x,y) < r} die offene Kugel mit
Zentrum z und Radius r. Es sei 7 die Menge aller Teilmengen von X welche beliebige
Vereinigungen von offenen Kugeln in X sind. 7 ist die sogenannte Metriktopologie.

Sind X und Y zwei beliebige topologische Rdume und f : X — Y, so heiffit f stetig bei
xog € X, falls es fiir jede offene Menge V' C Y mit f(z) € V eine offene Menge W C X
mit xg € W gibt, so dafl f(W) C V gilt. Man zeige: Sind nun X und Y metrische Ridume
mit der Metriktopologie, so ist diese Definition von Stetigkeit dquivalent zur iiblichen
e—0—Definition.
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Wird am 12. Mai 2000 besprochen

1. Es seien {ay,} und {b,} Folgen in [—o0, cc]. Man beweise:

(a) hgl_}S;p(—an) = —hnrr_l)gf Qy, -

(b) limsup(a, + b,) < limsupa, + limsup b, , zumindest wenn keine der auftretenden

n—oo n—oo n—oo
Summen der Form oo — oo ist. Dann gebe man ein Beispiel wo die strikte Ungleichung
gilt.

(¢) Gilt a, < b, fiir alle n, so folgt limsup a,, < limsup by, .
n—oo n—oo
2. Man zeige, dafl die Menge aller Punkte wo eine Folge meBbarer reellwertiger Funktionen
konvergiert eine mefibare Menge ist.

3. Man zeige, dafl wenn fiir f : X — IR alle Mengen der Form {z € X : f(z) > r} fiir alle
rationalen Zahlen r mefibar sind, so ist auch f mefibar.

4. (a) Man zeige, daBl jede offene Menge in IR" eine abzdhlbare Vereinigung von offenen
Kugeln ist.

(b) Man zeige, daB jede offene Menge in IR™ eine abzihlbare Vereinigung von offenen ach-
senparallelen n—dimensionalen Quadern ist. (Fiir n = 1 sind diese Quader natiirlich
offene beschrinkte Intervalle, und fiir n = 2 sind es offene achsenparallele Rechtecke.)

Hinweis: Man iiberlege sich in (a) daff man wegen der Dichtheit der rationalen Zahlen
in den reellen Zahlen nur rationale Radien und rationale Zentren braucht. Die Menge
der rationalen Zahlen ist offensichtlich abzdhlbar, und bekannterweise gilt das auch fiir
hochstens abzéhlbare Produkte oder Vereinigungen von abzéhlbaren Mengen.
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Wird am 19. Mai 2000 besprochen

1. Essei F = {(a,a+1):a € R}.
(a) Man beweise: A = {A C R : 3In € N mit A C [-n,n] oder A° C [—-n,n]} ist eine
Algebra welche F enthalt.
(b) Man zeige, A ist keine o—Algebra.
(¢) Man bestimme die kleinste o0—Algebra M welche A enthélt.

(d) Man bestimme die kleinste o—Algebra M’ welche F (und gemifl dem néichsten Teil
damit auch A’) enthilt.

(e) Es sei nun F ein beliebiges System von Teilmengen einer Menge X, es sei A’ die
kleinste Algebra welche F enthilt, und es sei M’ die kleinste o—Algebra welche F
enthilt. Man zeige M’ D A'.

2. Es sei p ein positives Maf} auf der o—Algebra M. Man zeige, dafl falls A = ﬂ Ay, falls
n=1
A, € M firn =1,2,3,... mit Ay D Ay D Ag D ---, und falls schlielich ©(4;) < oo,
(4)

dann gilt u(A,) — fiir n — oo.

3. Es sei f, : X — [0,00] meBbar fiir n € N, fi > fo > f3 > --- >0, fo(z) — f(x) fur
n — oo und jedes z € X, und es sei [y fi1dp < co. Man zeige, daf§ dann

lim fndu=/ fdu,
n—oo X X

und man zeige, daf3 dieser Schluff im Allgemeinen falsch ist wenn man die Voraussetzung
Jx fidp < oo weglaft.

4. Es sei p das Zahlmaf auf der Menge der natiirlichen Zahlen, und a : IN — [0, 00). Fiir a(7)
schreiben wir wie es iiblich ist a;. Man zeige, daf}

/]Nad,u,:;ai.

Anmerkung: Mufl man sich die Mefibarkeit fiir jedes solche a getrennt iiberlegen, oder ist
das ein fiir alle Mal zu erledigen?
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Wird am 26. Mai 2000 besprochen

1. Es sei {f,} eine Folge beschrinkter komplexwertiger meibarer Funktionen auf X und es
gelte pu(X) < oc.

(a) Man zeige: Konvergieren die f,, — f fiir n — oo gleichméfig in z € X, dann gilt
lim fndu:/fd,u.
n—oo X X

(b) Man finde ein Beispiel mit p(X) = oo wo der Schlul von Teil (a) nicht gilt. Hinweis:
Betrachte die konstanten Funktionen.

2. Es sei p = {p,} eine Folge in [0, 00]. Fiir E C IN definieren wir

:UJp(E) = Z Pn -

nekr

(a) Man zeige, daB8 p, ein Maf auf IN ist, mit Definitionsbereich gleich der Potenzmen-
ge von IN. (Manchmal heifit dieses Mafl das Zdihlmafs mit Gewichten {p,}. Das
Standardzidhlmaf ist in dieser Notation das Z&éhlmafl mit Gewichten {1}.)

(b) Nun sei p = {27"} und p, das entsprechend gewichtete Zahlma8l. Man berechne
fip(IN).

(c) Es sei 1, wie in Teil (b) und p das Standardzihlma. Man finde ein f € L(u,) mit
f &L (p).

3. BEs sei f € L'(u). Man beweise, dal es dann fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so daB
Jg | fldp < e fur jede meSbare Menge E mit pu(E) < § gilt.
Anleitung: Man fithre einen indirekten Beweis und finde fiir ein festes ¢ > 0 mefibare
Mengen E, mit u(E,) < 27" aber [ |f|ldu > e. Dann setze man A, = [U;Z, E} und
betrachte [, |f|dp fiir n — oo.

4. Es sei f : X — [0,00] meBbar und E eine beliebige meBbare Menge. Man zeige: Ist
Jp fdp=0,s0ist f=0fi. auf E.
Anleitung: Man setze A, = {z € E : f(z) > 1/n} und zeige zuerst p(A4,) = 0. Das
gewiinschte Resultat folgt mit dem iiblichen Vereinigungstrick.
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Wird am 2. Juni 2000 besprochen

1. Man zeige: Sind I,J C IR? halboffene Zellen gleichen Typs, so sind I NJ, I U J und I\J
Vereinigungen von endlich vielen paarweise disjunkten Zellen vom gleichen halboffenen
Typ. Das Komplement ist eine abzidhlbare Vereinigung von halboffenen Zellen gleichen

Typs.

2. Man beweise Satz 4.3: Seien A, B C RP mit dist(A, B)=inf{la —b| : a € A,b € B} > 0.
Dann gilt m*(AU B) = m*(A) + m*(B).
Anleitung: Man tiberlagere AU B mit Zellen I, mit Durchmesser kleiner als dist(A, B), so
daBB m* (AU B) 4+ ¢ > > 72, l(I). (Warum geht das?) Man iiberlege sich, daf die Zellen
I, nicht sowohl A als auch B schneiden kénnen, und zerlege die Uberlagerung von A U B
in Uberlagerungen von A und B. (Bleiben da irgendwelche Zellen iibrig, und wenn ja, was
macht man mit denen?)

3. Man zeige:

Ansatz fir (d): Fiir gegebenes ¢ > 0 iiberdecke die Linie mit abzihlbar vielen Quadraten
der Seitenléinge €/n, n € IN. (Warum geht das? Wie geht das?)

4. Man zeige: Ist E C R? und m*(E) =0, so ist F € L.
Bemerkung: Dies zeigt also, dafy die o-Algebra L beziiglich dem darauf definierten Maf}
m = m*| vollstédndig ist.
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Wird am 9. Juni 2000 besprochen

1. Das Beispiel von Vitali: Fxistenz einer Menge welche nicht lebesguemefsbar ist.

(a)
(b)

Definiere  ~ y fiir x,y € IR genau dann, wenn = — y eine rationale Zahl ist. Man
zeige: ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R.

Es sei V eine Untermenge von (0,1) welche aus jeder Aquivalenzklasse von ~ genau
ein Element enthélt. Dafl es so eine Menge gibt, folgt direkt aus dem Auswahlaxiom.
Wir behaupten, dafl V nicht lebesguemefibar ist. Der Beweis geht {iber mehrere
Schritte. Zuerst zeige man:

i. Ist x € (0,1), dann ist & € r + V fiir eine rationale Zahl r € (—1,1).

ii. Sind r und s verschiedene rationale Zahlen, so gilt (r + V)N (s+ V) = {}.
Setze S = J(r + V) wobei die Vereinigung iiber alle rationale Zahlen r € (—1,1)
genommen wird. Man zeige: (0,1) C S C (—1,2).

Wegen der Translationsinvarianz des Lebesguemafes gilt m(r +V) = m(s+ V). Man
beniitze dieses und die Tatsache, dafl die Menge S als disjunkte Vereinigung gegeben
ist, um mittels der Monotonie des Lebesguemafes m einen Widerspruch zu (c) zu
erzeugen.

Anmerkung ohne Beweis: In der Tat enthélt jede Menge E C R mit m(E) > 0 eine
Teilmenge welche nicht lebesguemeflbar ist.

2. Die Cantorsche Menge der mittleren Drittel.

(a)

Es sei By = [0,1]. Induktiv konstruiere man E, C F,_; indem man aus jedem
Intervall, welches Bestandteil von FE,,_i ist, das offene mittlere Drittel 16scht. Man
bestimme die Anzahl a,, und die Lénge [,, der Intervalle in E,, (gemifi Konstruktion
sind sie alle gleich lang). Offensichtlich gilt m(E,) = apl,.

Man setze E = (,— By, und zeige, dafl E abgeschlossen ist, also kompakt ist, und daf
m(E) = 0 gilt. Diese Menge F ist die sogenannte Cantorsche Menge der mittleren
Drittel.

Man definiere g, = (1/(anlyn))xE,, Wwo x&, die charakteristische Funktion der Menge
E, ist, und setze fn(z) = [J gn(t)dt. Man zeige: f,(0) = 0, fno(1) = 1, f, ist
stetig und monoton steigend, und f, ist auf jedem Intervall im Komplement von FE,
konstant. Man mache eine Skizze von f,,n =0,...,4.

Man zeige: Ist I eines der Intervalle von E,, so gilt

/Ign(t) dt = /19n+1(t) gt — - :

Qn

und es folgt sofort

(@) = frp1 (2)] s/l|gn(t) g (B dt < 2

an,

fir x € E,,. Man zeige, dafl auch f,(x) = fr41(x) fir z ¢ E,, folgt.



(e) Man zeige, daff die Folge {f,} gleichméBig auf [0,1] gegen eine stetige, monoton
steigende Funktion f konvergiert. Man zeige, dafl f die folgenden Eigenschaften hat:
f(0)=0, f(1) =1, f'() =0 fiir alle z ¢ E.

Schluffolgerung: Somit ist die Funktion f eine nicht konstante, monoton steigende, stetige
und fast tiberall differenzierbare Funktion, deren Ableitung fast {iberall Null ist. Insbe-
sondere gilt fiir diese Funktion

f(l)—f(O):17&0:/010dt:/01f’(t)dt.

Also ist “fast diberall differenzierbar” offensichtlich nicht genug, so dal der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung gilt.

Anmerkung: Man kann zeigen, da jedes z = .32, bx/3%, mit by entweder 0 oder 2, in
allen E,, also in E enthalten ist (genauer, dal F aus genau diesen = besteht). Da die
Menge aller solcher z {iberabz&dhlbar ist, ist auch E iiberabzihlbar.
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Wird am 16. Juni 2000 besprochen

1. Man beweise den folgenden Satz: Sei 1 < p < co und S die Menge aller komplezwertigen
einfachen mefbaren Funktionen s : X — C mit p({x € X : s(x) # 0}) < co. Dann ist S
dicht in LP(u). In anderen Worten, zu jedem f € LP(u) gibt es eine Folge {s,} C S mit
If - Sn”p — 0 fiir n — oo.

Hinweis: Man behandle zuerst den Fall f > 0, f € LP(u) und beniitze einen Satz aus der
Vorlesung iiber Approximation durch einfache mefibare Funktionen von unten, zusammen
mit dem Satz iiber monotone Konvergenz.

2. Essei 1 <p<p <oo. Man zeige:

(a) Im Allgemeinen sind L” (1) und LP(p) verschiedene Mengen.
(b) Ist u(X) < oo, so gilt L () C LP(p).
)

)

(c) Ist pu(X) = oo so gilt im Allgemeinen weder L¥ (1) € LP(u) noch LP(u) C LP ().

3. (a) Man gebe eine Folge {f,} C LP(IR) welche fast iiberall gegen Null konvergiert, aber

so daBl f,, in der LP—Norm nicht gegen die Nullfunktion konvergiert.

(b) Man gebe eine Folge {f,} € LP(R) welche in der LP—Norm gegen die Nullfunktion
konvergiert, aber fast {iberall nicht gegen Null konvergiert.

Bemerkung: Diese Aufgabe soll noch einmal klarmachen, daff Konvergenz fast iiberall und
Konvergenz in der LP~Norm wenig miteinander zu tun haben.

4. Essei X =Y =[0,1] und D = {(z,y) : * = y} C X x Y die Diagonale des Einheitsqua-
drates. Es sei p das Lebesguemafl auf X und A das Z&éhlmafl auf Y.

(a) Man zeige, daf fiir alle y € Y die Funktion x +— xp(z,y) bezliglich  eine mefibare
Funktion auf X ist, und daf fiir alle z € X die Funktion y — xp(z,y) beziiglich A
eine mefibare Funktion auf Y ist.

(b) Man zeige durch direktes Nachrechnen, daf gilt:

L/}(XD(x,y)du(:v)d)\(y)#/X/YXD(x,y)d)\(y)du(x)_

(¢) Man zeige, daB D—und somit also auch yp—beziiglich des ProduktmaBes pu x A
mef3bar ist.

Hinweis fiir (¢): Man iiberdecke D durch eine endliche Anzahl von geeigneten Rechtecken,
und mache einen Grenziibergang, so dafl D als die Schnittmenge von abzdhlbar vielen
produktmef3baren Mengen dargestellt wird.
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Wird am 23. Juni 2000 besprochen

1. Man finde f,g € L'(R) mit [*_ f(t)g(t)dt = oo. Hier bezeichnet dt = dm(t) die In-
tegration beziiglich des Lebesguemafles m, was dasselbe als riemannsche Integration ist,
falls der Integrand Riemann-integrierbar ist (streng genommen sollte man dies erst noch
beweisen, aber wir glauben das einfach).

2. Fiir irgendwelche Funktionen f und g definiert auf R mit Werten in [—oo, oo] (oder auch
in C) heift

o0

(Fr9)@) = [ fla—tgt)dr

—0o0
die Faltung von f und g am Punkte x € IR. Die Frage stellt sich: Fiir welche f und g ist
das iiberhaupt sinnvoll? Vergleiche auch Aufgabe 1.
Nun sei f Lebesgue-mefibar auf IR. Man kann zeigen, daf} es eine Borel-mefibare Funktion
f gibt, so dafl f = f fast iiberall auf IR; ersetzt man also f durch f dndert sich nichts an
irgendwelchen Integralen von f. Im Folgenden seien f,g € L'(IR), und mit dem obigen
konnen wir annehmen, dafl sowohl f als auch g Borel-mefibar sind.

(a) Man zeige ganz allgemein, daff falls ¢ : X — Y meBbar ist (also ist hier X ein
meBbarer Raum und Y ein topologischer Raum), dann ist ¢~1(A) fiir jede Borel-
Menge A C Y eine mefibare Menge in X. Fiir diese Aufgabe verwende man einen
Satz aus der Vorlesung vom Anfang des Kapitels 3.

(b) Seinun ¢ : X — Y meBbar und ¢ : Y — Z Borel-mefibar. Man zeige, dal oy : X —
Z ebenfalls Borel-mefibar ist. Man wende dies an, um zu zeigen, dafl (z,y) — f(z—vy)
eine Borel-mefibare Funktion auf IR? ist. Nun schlieBe man, daB auch F definiert
durch F(x,y) = f(z — y)g(y) eine Borel-meSbare Funktion auf IR? ist.

(c) Mittels der Translationsinvarianz des Lebesguemafles zeige man fiir das F' aus dem
vorherigen Teil:

| [ iF@dwdy = £l

(d) Mittels des Satzes von Fubini angewendet auf F' schlieffe man, daf (f * g)(x) fiir fast
alle 7 € R existiert, dal f x g € L'(IR) gilt, und daf gilt

If* gl < 1109l -
(e) Sei nun f = x|_1,0) und g = x[p,1)- Man berechne f x g.

3. Man finde eine stetige positive Funktion f definiert auf (0,1) x (0,1) C IR?, wessen
Lebesgue-Integral endlich ist, aber so daf3

[ sy =oc

fiir mindestens ein y € (0,1) gilt. (Wer nichts anderes zu tun hat kann sich auch ein
Beispiel konstruieren, fiir welches das fiir unendlich viele y € (0,1) gilt.)
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Wird am 30. Juni 2000 besprochen

1. Polarkoordinaten auf IR?. Man zeige, daB P : (0,00) x (0,27) — R*\{(z,0) : = < 0},
(r,0) +— (rcos®,rsinf) ein C'-Diffeomorphismus ist, und man bestimme die Inverse und
die Funktionaldeterminante. Somit leite man fiir U C (0, c0) x (0, 27) die folgende Formel
her:

// flx,y) dxdy—/ f(rcosf,rsind)rdrdo.
P(U

2. Die Zylinderkoordinaten auf R? sind definiert durch Z : (0, 00) x (0, 27) x (—00, 00) —
R3\{(z,0,2) : < 0,z € R}, (r,0,2) — (rcos,rsinf,z). Man fithre die analogen
Uberlegungen zur Aufgabe 1 durch, die entsprechende Formel ist

/// (r,y,2 dmdydz—// f(rcosf,rsinf, z)rdrdfdz.

3. Die Polarkoordinaten auf IR? sind definiert durch P; : (0,00) x (0,27) x (—7/2,7/2) —
R3\{(z,0,2) : 2 <0,z € R}, (r,0, ) — (rcosfcosp,rsinb cos p,rsing). Man fiihre die
analogen Uberlegungen zur Aufgabe 1 durch, die entsprechende Formel ist

/// flx,y,z dxdydz—// f(rcos B cos @, rsinb cos p, rsin @) 2 cos p dr df dy .
Ps(U

4. Anwendungen obiger Formeln.

(a) Es sei Dg die Kreisscheibe vom Radius R > 0 mit dem Ursprung als Zentrum. Man

berechne
// R dy .
Dpg

Durch einen Grenziibergang R — oo zeige man
/ T e dr = VT ,
0 2

(b) Es sei D € R? die “Dose” mit Basisdurchmesser 2 und Héhe 3, D stehe auf der
z-y-Ebene zentriert zum Ursprung. Man berechne

/// zsin(za? 4 zy?) dx dy dz .
D

(c) Essei A C IR3 das Achtel der Einheitskugel (mit dem Ursprung als Zentrum) welches
im ersten Oktanten liegt. Man berechne

/// cos(z® + y* + 2?) dr dy d= .
A
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Wird am 7. Juli 2000 besprochen

1. Es selen w = xo dx1 + x1 dxg, n = €™ dxg A dxs, und ¢ = sin(z; — x2) dxy A dxs.

(a) Die 1-Form w ist per Definition eine lineare Abbildung auf R" fiir jedes n > 2
und jedes feste © = (z1,...,2,) € R". Man finde w(zx)(ex), wobei {ei,...,e,} die
Standardbasis von IR" ist.

(b) Man berechne dw, dn, di, n A, w An, n Aw, und d(w A n).

(c) Essei A: R?® — R? linear mit A(e;) = (1,2)7, Alez2) = (1,0)7, und Me3) = (1, -1)7,
wobei {e1,es,e3} die Standardbasis von IR? ist. Man berechne A*w, A\*1h, (A\*w) A
(A1), und X*(w A ).

(d) Es sei f: R® — IR? gegeben durch f(z1,z2,23) = (e, 292 — x3)7. Man berechne
frw, [, (fw) A (")), und f*(w A9).

(e) BEs sei f: R? — IR? gegeben durch f(z1,z2) = (e® + e¥2,e*2)T. Man setze ¢ =
g(x)dxy A dxg, also g(x) = sin(z1 — x2), und berechne f*i) mittels der Formel von
Satz 8.3, also mittels f*i) = (go f)(f*dx1) A(f*dz2). Dann verifiziere man die Formel

(f*¥)(z) = g(f (2))Det(f'(x)) dzy A day .

2. Sei v : [a,b] — IR2, t — 7(t) eine differenzierbare Kurve, und w(zy,x9) = g(z1, z2) dx +
h(z1,x2) dzs eine beliebige 1-Form auf IR?. Man berechne v*w und zeige, daf8 fiir das
Kurvenintegral des Vektorfeldes F(x) := F(x1,29) := (9(21, z2), h(x1,22))T auf R? gilt:

/[a’b] YW = /ab(fy*w)(t) — /ab F(w(t)) - A(t) dt =: AF(J:) de

3. Es sei T" = R"/Z"™ der n-dimensionale Torus. Als Erinnerung an die Algebra: Ein
Punkt [z] € T" ist eine Aquivalenzklasse von R™ unter der Operation von Z", also
[z] ={y € R" : y —x € Z"}. Man zeige, dal T" eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
der Klasse C*° ist, indem man einen entsprechenden Atlas angibt. Hinweis: Man iiberlege
sich das ganze erst einmal fiir die Félle n = 1 und n = 2.

4. Es sei X = R als Menge und ¢ : X — R, o — 3. Man zeige, dal A = {(X, ¢)} trivialer-
weise ein Atlas auf X ist. Dann zeige man, dafl die Abbildung id : X — IR, z — x nicht
C'-kompatibel mit diesem Atlas ist. SchluBfolgerung: IR lit also mindestens zwei ver-
schiedene differenzierbare Strukturen zu, ndmlich in der Schreibweise “(Menge, Atlas)” die
zwei verschiedenen Strukturen M; = (R, {(R,z — 23)}) und My = (R, {(R,z + 2)}).
Allerdings sind diese zwei Strukturen diffeomorph: Man zeige, dal f(x) = 2/3 einen Dif-
feomorphismus f von My nach M definiert. Bemerkung: Es gibt auch Mannigfaltigkeiten,
die zwei nicht-diffeomorphe Strukturen haben.
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1. Man leite die Greenschen Formeln her, indem man F' = vgrad(u) in den Divergenzsatz
einsetzt. Man schreibt die Formeln iiblicherweise mit dem Laplaceoperator

0%u
z

Q

TN

Au = Div(grad(u)) = Z
k=1

Sei also 2 C R™ offen und beschrinkt, mit 09 aus der Klasse C2, u aus der Klasse C?, v
aus der Klasse C!, und v die dulere Normale auf 02. Dann sind die Greenschen Formeln:

/ ((Au)v + gradu - gradv) dx = U@ do
@ o0 Ov

Ou ov
/Q((Au)v — u(Av))dz = /BQ(U% - ua) do .

Man erhélt die erste aus der zweiten indem man u und v vertauscht, und die Differenz
bildet. Fiir die zweite Greensche Formel braucht man dann natiirlich auch v aus der Klasse

C2.

2. Man zeige die folgende physikalische Aussage: Ist F : R?* — IR?® das Geschwindigkeitsfeld
einer Fliissigkeit mit Divergenz Null, dann ist die Summe von Einfluf} in bzw. Ausflufl aus
einer offenen beschrinkten Menge des IR? mit glattem Rand zu jedem Zeitpunkt gleich
Null. Man schliele, dafl inkompressible Fliissigkeiten ein Geschwindigkeitsfeld mit Diver-
genz Null haben.

3. Man beweise den Rotationssatz von Stokes: Sei S eine 2-dimensionale orientierte
Untermannigfaltigkeit des R® aus der Klasse C?, und F : R® — IR3 habe kompakten Triger
und sei stetig differenzierbar. Sei N die Einheitsnormale auf S gemdfS der gegebenen
Orientierung (also Det(N,1),,,1.,) > 0 fiir lokale orientierte Parametrisierungen von S ),

und sei OF, OF, OF, OF; 0F, OF
HF) = 3 0OFy 1 OFy 2 Ofy
o ( ) (81'2 63;3’ 81‘3 81‘1’ (91'1 81‘2)
Dann gilt
/rot(F)-Nda: F - dx,
S oS

wo 08 die durch S induzierte Orientierung hat.

Anleitung: Man beniitze den allgemeinen Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten fiir die
von 7 := Fidxy + Fadzs + Fsdxs auf S induzierte Differentialform. Dazu berechne man
zuerst einmal dn auf IR?, und beniitze dann eine Formel aus dem Beweis des Divergenz-
satzes von der Vorlesung, um zu sehen, dafl auf S die Gleichung dn = (rot(F') - N)wy gilt.
Fiir das Wegintegral iiber 0S5 gehe man analog zur Aufgabe 2 des Blattes 11 vor.

Bitte wenden.



4. Man zeige die folgende physikalische Aussage: Ist F : R® — RR? das Geschwindigkeits-
feld einer Fliissigkeit mit Rotation Null, dann benétigt ein Taucher, der sich auf einer
geschlossenen Bahn bewegt, langfristig gesehen keine Energie, gewinnt aber auch keine.
Genauer: Bewegt sich ein Teilchen auf der T-periodischen Bahn v : R — IR?, und ist
E(t) die Energie, die man bendtigt, um das Teilchen zur Position v(t) am Zeitpunkt ¢
zu bringen (man setze willkiirlich E(0) auf irgendeinen Wert, z.B. E(0) = 0), dann gilt
E(t+T) = E(t) fiir alle . Man beniitze, dal der Energieunterschied eines Teilchens auf
der Bahn 7 : [a,b] — R? durch das negative Wegintegral des Geschwindigkeitsfeldes F' der
Fliissigkeit gegeben ist, also

Hier kann man sich klarmachen, warum rot(F') die Rotation von F heifit: Hitte die
Fliissigkeit einen Strudel (also rot(F) # 0), dann konnte sich der Taucher im Strudel
treiben lassen, und es wiirde eine geschlossene Bahn geben, so dal er beim Durchschwim-
men eine negative Energiebilanz hétte, also weniger Energie selbst aufbringen miifite, als
er von der Fliissigkeit durch das Treibenlassen erhélt.
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