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Fourieranalysis, Ubungsblatt 1

Wird am 5. Mai 2000 besprochen

1. Ist M ein abgeschlossener Vektorunterraum eines Hilbertraumes H, dann zeige man daf}

M =

(M*4)L gilt. Ist die entsprechende Aussage auch wahr, wenn man nicht weil, da§ M

abgeschlossen ist? Man gebe einen Beweis, oder ein Gegenbeispiel.

2. (a)

(b)

Firn=1,2,3,... sei {v,} eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren in H. Man
entwickle einen konstruktiven Prozefl welcher ein ONS {w,} liefert, so dafl w,, eine
Linearkombination der v, ..., v, ist.

Man beniitze Teil (a) dieser Aufgabe um zu zeigen, daf ein separabler Hilbertraum ein
maximales ONS besitzt. Zur Erinnerung, ein (topologischer) Raum heifit separabel,
wenn er eine hochstens abzéhlbare dichte Teilmenge besitzt. Beachte: Im Gegen-
satz zum allgemeinen Fall in der Vorlesung braucht man also hier das Hausdorffsche
Maximalitatsprinzip nicht.

3. Man berechne

1
min |2® — a — bx — cx?|? dz
abe J_1

und finde

1
max/ 23g(x) dx

-1

wo ¢ den folgenden Einschrinkungen unterliegt:

/1 g(a:)dx:/1 xg(:z:)d:z::/l rig(x)de =0; /1 lg(z)|>dz = 1.

-1 -1 -1 -1
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Wird am 12. Mai 2000 besprochen

1. Man zeige, ist A C [—7, 7] meBbar, dann gilt

lim cosnx dr = lim sinnrxdr =0.

2. Seinj < ng < ng < ... eine Folge natiirlicher Zahlen, und sei E die Menge aller x € [—m, 7]
fiir welche sinngz konvergiert (wenn & — o0). Man zeige, da E Lebesgue-Mafl 0 hat.
Hinweis: Man beniitze die Formel 2sin? o = 1 — cos 2o und Aufgabe 1 um erst zu zeigen,
da sinngx — +1/ V2 fast iiberall auf E gilt.

3. Angenommen die trigonometrischen Reihe

f(z) = 5 + Z (An cosnx + By, sinna;)
n=1

konvergiere im quadratischen Mittel (d.h. im L?-Sinne). Man berechne ihre Fourierreihe.
Achtung: Warum kann man Summierung und Integration vertauschen, oder kann man das
iiberhaupt?

4. (a) Man berechne die Fourierreihe der Funktion f(z) = 22,z € [, 7.

(b) Man zeige, daf die Fourierreihe aus Teil (a) gleichméBig gegen eine stetige Funktion
g auf [—m, 7| konvergiert.

(c) Man zeige, dafl die beiden Funktionen f und g aus Teilen (a) und (b) identisch sind.
(d) Man berechne den exakten Wert der Reihen

1
Zﬁ und ZT

n=1 n=1
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In diesem Ubungsblatt dreht sich alles um das “singuliire” Dirichletsche Integral. Sei s,, die n-te
Teilsumme der Fourierreihe der Funktion f € L?([—m,7]), dann hatten wir fiir jedes x € [, 7]
und jedes € > 0 die Gleichung

(1) tim (su(x) - %/ f(x+2t)% at) = 0

n—oo

bewiesen. Dazu (und im Folgenden) wurde f natiirlich 27-periodisch fortgesetzt. Beachte, f ist
als Element des Raumes L?([—m,7]) sowieso nur fast iiberall definiert, das Symbol f steht also
fiir eine Klasse von Funktionen. Deshalb kann man f falls n6tig ohne Probleme an einem Punkt
dndern um die Periodizitdt zu erreichen. Wenn im Folgenden von punktweisen Eigenschaften
einer Funktion f € L?([—m,n]) die Rede ist, dann soll eben die relevante Eigenschaft fiir einen
geeigneten Vertreter der Klasse f gelten.

1. Man berechne die Fourierreihe einer konstanten Funktion. Damit und mit (1) zeige man

die Gleichung
1 (¢ sin(2 1
lim / sin@n+ )t _
—e sint

Nun zeige man den folgenden Satz: Ist f € L*([—n,7]) auf dem Intervall (a,b) konstant
gleich yo, dann konvergiert die Fourierreihe von f fiir alle x € (a,b) punktweise gegen yq.
Bemerkung: Man hat hier die Konvergenz wirklich fiir alle € (a,b), und nicht nur fiir
fast alle.

2. Man zeige den folgenden Satz: Es sei f € L%*([—m,n]) lokal eine ungerade Funktion
beziiglich des Punktes xo € [—m,m|, d.h. es gebe ein € > 0 mit f(xg —t) = —f(xo + t)
firt € (0,e). Dann konvergiert die Fourierreihe von f am Punkt xo gegen 0.

3. Mittels den vorherigen Aufgaben zeige man den folgenden Satz: Ist f € L?([—7,7]) auf
dem Intervall (a,b) konstant gleich y1 und auf dem anschlieffenden Intervall (b, c) konstant
gleich yo, dann konvergiert die Fourierreihe von f am AnschlufSpunkt x = b gegen %(yl +

Y2).

4. Nun sei f(x) =1 fiir z € (0,7), und f(x) = 0 sonst. Man berechne die Fourierreihe von
f, und mittels des Satzes in Aufgabe 1 fiir ein geeignetes = € (0, 7) zeige man, dafl

n

D
on+1 4
n=0

gilt. Dann verifiziere man durch direktes Einsetzen in die Fourierreihe den Satz in Auf-
gabe 3, d.h. man iiberpriife, da§ die Fourierreihe an den Sprungstellen von f (also hier
fir £ = 0 und = = m) gegen den Durchschnitt der Werte direkt links bzw. rechts der
Sprungstelle konvergiert.
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1. Man zeige

B -
/ wdtﬁo fir A,B — .
a4 ¢

2. Wir definieren ein anderes Skalarprodukt auf L?([—m, «], C) durch
o) =5 | saa
7g - 27‘(’ 771- g .

(a) Man zeige, daB {e?**}2° _ ein ONSist. In diesem Zusammenhange ist i € C natiirlich
die imaginére Einheit.

(b) Mittels der eulerschen Formel e** = cos z + isin z, z € C, zeige man, da8 dieses ONS
vollstandig ist.

(c) Die komplexen Fourierkoeffizienten definiert man in Sinne der allgemeinen Theorie
als

o= k) = (fe®y = 2 [7 p)e*ar.

Com ).
Man zeige die Gleichung

n n
ikt _ @0 . .
Z cre —2+kz_lakc05kt+bkslnk:t

k=—n

fiir die bereits definierten reellen Fourierkoeffizienten aq, b1, a1, ..., by, a,, und man
bestimme die Ubergangsgleichungen von den komplexen Fourierkoeffizienten zu den
reellen Fourierkoeffizienten, und umgekehrt. Damit konvergiert also die komplexe
Fourierreihe einer Funktion genau dann wenn ihre reelle Fourierreihe konvergiert.

3. Angenommen f sei so, daf§ die Fourierreihe von f bei z = 0 gegen f(0) konvergiert. Man

zeige:
JO) = 30 en=F+3 (D ar.

4. Nun sei f(z) = 1 fur x € (0,7), und f(z) = 0 sonst. Man berechne die komplexe
Fourierreihe von f, und vergleiche mit dem Resultat der letzten Aufgabe des vorherigen
Ubungsblattes.
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1. (a) Essei F eine mefibare Funktion definiert auf ganz IR. Man bestimme eine brauchbare
Bedingung an F', so dafl die 27-periodische Funktion

e}

fl@)= Y F(z+2kn)

k=—o00

als Grenzwert einer gleichméfig konvergenten Summe wohldefiniert ist. Damit zeige
man fiir die Fourierkoeffizienten die Formel

fn) = = /OO F(y)e ™ dy.

:% .

(b) Man gebe eine brauchbare Bedingung an F', so dafl die Fourierreihe von f bei z =0

o
gegen f(0) konvergiert. Mittels f(0) = Z f(n) leite man die Poissonsche Sum-

n=—oo
mationsformel her:
o0 1 00 .
> Fekm) =5 [ Py,
27 J_ o
k=—o00

(¢) SchlieBlich wende man das alles fiir F(y) = e~**%* an (a # 0 sei eine reelle Konstante),
und leite so eine berithmte Transformationsformel der sogenannten Thetafunktionen

her
’ 2 ™\ 3 212
_ 2 —r
2:6 k*s ( > E:e k/s’
S
k=—00

k=—00

giiltig fiir (reelle) s > 0.

2. Man zeige, daB ein unendlich-dimensionaler Banachraum keine abzéhlbare Vektorraumba-
sis haben kann.
Hinweis: Man zeige zuerst, dafl die lineare Hiille von endlich vielen Vektoren nirgends
dicht ist.
Bemerkung: Also gilt insbesondere fiir H = L?([—, 7]), da8 H zwar eine abzihlbare Hil-
bertraumbasis hat (z.B. das ONS der trigonometrischen Funktionen), aber trotzdem keine
abzahlbare Vektorraumbasis besitzt.

3. Man zeige:

(a) Die Menge ¢y aller Nullfolgen, mit der Supremumsnorm versehen, ist ein Banachraum.

(b) Konvergiert ). a;¢&; fiir jedes £ € ¢y, so gilt ), |a;| < oo.
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1. Beweisen Sie:

(a)

(b)

Jede abgeschlossene Untergruppe U & T (= S!) ist von der Form
Ty = {ze@;zNzl}.

Hinweis: Betrachten Sie tg = inf{t > 0; ¢® € U}. Welche Folgerungen lassen sich
aus tog = 0 bzw. tg > 0 zichen?

Jede abgeschlossene Untergruppe U & R ist von der Form aZ = {an;n € Z}.

Ist die folgende Aussage auch fiir die lokalkompakten aber nicht kompakten metri-
schen Gruppen Z, R richtig?

Es sei G eine kompakte metrische Gruppe. Ist dann ¢ : G — O ein stetiger Grup-
penhomomorphismus, so gilt fir jedes z € G schon |o(z)| = 1.

Beweisen Sie:
¢ : Z — T ist Gruppenhomomorphismus

<= es gibt ein z € T mit p(n) = 2" firallen € Z.
v : R — T ist stetiger Gruppenhomomorphismus

<= es gibt ein y € R mit ¢(t) = ¥ fiir alle t € R.

Es sei a = (a(n)), N eine beschriinkte Folge. Beweisen Sie, dass durch f — Op(a)f
mit

(Op(a)f)(z) == ) a(n)f(n)z"
ne

ein beschrinkter linearer Operator L*(T) — L?(T) definiert ist. Bestimmen Sie die
Norm von Op(a). Bestimmen Sie eine Folge a so, dass Op(a) der identische Operator
auf L2(T) ist.
(*) Geben Sie einen , Losungsoperator” w = Op(a)f fiir das Problem v/ = f an.
u’ ist hierbei die Ableitung u'(z) = % f(ze™)|,_y- (Genauer: Die ,Ableitung nach der
Kurvenlénge*).

4. Zeigen Sie, dass durch

Af(x) == /Oxf(t)dt, z € [0,27]

eine wohldefinierte beschriinkte lineare Abbildung L'([0,27)) — (C ([0, 27]), || - ||OO) ge-
geben ist.
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Fiir dieses Ubungsblatt beniitzen wir die Notation
~ 1 o0 "
fit)y=— flx)e™™dz, telR,
V2m J

fiir die Fouriertransformierte einer Funktion f € L'(IR).

1. Man zeige durch direktes Nachrechnen die folgenden Zusammenhénge.
Es sei f € LY(R), und o, A € R.
(a) Ist g(x) = f(x)e®*, dann gilt §(t) = f(t — ).

(b) Ist g(z) = f(x — «), dann gilt §(t) :_f(t)e*iat.
(¢) Ist g(x) = f(—z), dann gilt §(t) = f(t).
(d) Ist g(x) = f(x/X) mit X > 0, dann gilt §(t) = Af(\t).

2. (a) Essei f € LY(R), und @ € R\{0}. Man zeige, daf f(t)% die Fouriertransfor-

M ist. Danach fithre man formal (also ohne Konvergenzbeweis)

mierte von
einen Grenziibergang durch, um zu zeigen, dal man erwarten konnte, dafl it f (t) die
Fouriertransformierte von f’ ist.

(b) Man finde ein Beispiel einer Funktion f € L!(IR) welche fast {iberall differenzierbar
ist, und fiir welche f' € LY(R) gilt, so daB die Fouriertransformierte von f’ nicht
gleich it f(t) ist. Hinweis: Man beniitze die Cantorfunktion.

(c) Man zeige, daf falls f € L*(IR) fast {iberall differenzierbar ist, falls fe LI(IR)A gilt,
und falls f das unbestimmte Integral von f’ ist, dann gilt in der Tat f/(t) = it f(t).

3. Man berechne die Fouriertransformierte f der Funktion f gegeben durch f (x) = e~ 7 fur
x>0, und f(z) = 0 sonst, und zeige, da8 f ¢ L'(IR).

4. Man zeige, daB fiir f € L'(IR) die Fouriertransformierte f gleichméBig stetig auf R ist.

5. Formulieren Sie den in der Vorlesung beispielhaft dargestellten FFT-Algorithmus und be-
weisen Sie dessen Korrektheit.
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Fiir dieses Ubungsblatt beniitzen wir die Notation
~ 1 o0 .
* t) = — r)e ™ de, teR,
(* 0 =—=[ 1@

fiir die Fouriertransformierte einer Funktion f € L'(IR). Fiir signierte endliche MaBe y auf R
definiert man die Fouriertransformierte analog zu (*) durch

(%) fi(t) = /Oo e du(z), teR.

—0o0
Dies ist kompatibel fiir eine Funktion f € L'(IR) im folgenden Sinne: Jedes solche f definiert ein
MaB py durch py(E) = \/%_w J5 f(x) dz, und es gilt ﬁ} = f. Die Funktion f heifit die Dichte von
¢ beziiglich des skalierten Lebesguemafes —L_\. Ubrigens, der Faktor \/LQ—W ist reine Kosmetik

V2T
damit die Inversionsformel der Fouriertransformierten besonders schon aussieht.

1. Man zeige, daf§ fir f(x) = e~ 7?/2 gilt: f = f. Anleitung:
(a) Man begriinde, daB man f() unter dem Integralzeichen nach ¢ differenzieren darf,
und somit f'(t) = —i f’ (t) folgt.
(b) Durch partielle Integration zeige man, daB ¢ f(t) = z?(t) gilt.
(¢) Man berechne f(0). Hinweis: Berechne o e e~ dx dy mittels Polarkoordi-
naten auf R?.

(d) Man zeige, dafl sowohl f als auch f die Differentialgleichung v/ (t) + ty(t) = 0 fur
¢t € R mit derselben Anfangsbedingung bei ¢ = 0 erfiillen. Man schliefe mittels eines
geeigneten Satzes aus den gewohnlichen Differentialgleichungen, dafl f = f gilt.

2. Mittels dem Resultat von Aufgabe 1 und der Eigenschaften der Fouriertransformation
berechne man die Fouriertransformierte der Normalverteilung mit dem Mittelwert o und
der Varianz o > 0 gegeben durch

mit A dem Lebesguemafl auf IR.

3. Direkt mit (**) berechne man die Fouriertransformierte des Diracmafles ¢, am Punkte «,
d.h. fiir e,(F) = 1 fir @ € E, und 0 sonst. Insbesondere zeige man éy(x) = 1 fiir alle
z € R, und man schliefle, dafl die Schluflfolgerung des Lemmas von Riemann—Lebesgue
fiir die Fouriertransformierten von Maflen nicht gilt.

Bemerkung: Setzt man in der Fouriertransformierten der Normalverteilung v, ,2 mit dem Mit-
telwert a und der Varianz o > 0 formal den Wert o = 0, so erhélt man die Fouriertransformierte
des zu «a gehorenden Diracmafles €,. Deshalb nennt man €, auch die ausgeartete Normalvertei-
lung mit Mittelwert o und Varianz o = 0. Daf} dies auch graphisch Sinn macht sieht man, wenn
die Dichten der Normalverteilungen beziiglich dem Lebesguemafl fiir kleiner werdende Werte
von o skizziert.
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