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Abstract

Il s’agit dans ce mémoire d’étudier le mouvement du rotateur quan-
tique, i.e. de Popérateur de Schrodinger avec potentiel dépendant
périodiquement du temps. On prouvera que le spectre de 'opérateur
de la quasi-énergie est, généralement, continu dans le cas de résonance.
On prouvera aussi que, pour un choix aléatoire du potentiel, il existe
un tres grand nombre de cas de non-résonance pour lesquels le spectre
de la quasi-énergie est continu.

Mémoire de DEA Juin 1996
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I- Introduction

Le probleme de stabilité des systemes quantiques est I'un des problemes importants de
la Mécanique Quantique. Il est 1ié au “chaos quantique” et a de I'importance pour justifier
les fondements de la Mécanique Quantique Statistique, et de le lier au comportement

chaotique de certains systemes classiques.

Dans ce but on utilise souvent le “rotateur quantique” comme modele de recherche

du mouvement chaotique quantique.

Cela consiste, en fait, a étudier 'opérateur

H(t) = —%% +uV(0) Y o(t — 4mnt)

neZz

opérant sur les fonctions 2m-périodiques, L? sur le cercle unité C. On notera L*(C)

I'ensemble de ces fonctions muni de la norme L? noté ||-||.
On suppose que V est une fonction analytique, 2m-périodique, a valeurs dans IR.

Soit ¢ € L?(C) la fonction d’onde & t = 0 et notons 1, la solution de

iaﬂbt = H(t)¢t

o =1

. 2
Alors entre t = 0 et t = 47 la fonction 1 se développe librement en 6_”%77/}. En
t = 47 elle regoit un “coup” e~ V() Doncent = 477 on aura Vapr = e*i/‘v(e)e*%”PZw.
On veut comprendre le comportement asymptotique de v; lorsque t devient grand.

Notons
TT — e—2i7rTP2

S, = efi,uV(Q) 6721'71'7'132
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En fait S, vient de l'intégration de I’équation de Schrodinger sur une période. Il est
appelé 'opérateur de Floquet.
Comme 1) est 2m-périodique on peut écrire, dans L?(C), que

P(0) = Z c,e™?

nez

Dans ce cas on a

TT¢(9) _ Z Cne—2i7r7—n2 ein&

neZ
S (6) = e~V (6) Z Cne—%wn?eme

neZ

L’étude du spectre de S nous permet de conclure des résultats sur le comportement
asymptotique de I'énergie cinétique < P? >,,= (¢, S_™P25™)) et de I'énergie cinétique
moyenne

1 m
— P < —k p2 gk
<PZ>, = EZW,ST P25k
k=1
quand m tend vers l'infini.

Si, par exemple, le spectre de S, est purement continu alors

lim < P?>,, =

m—00
et si il est purement absolument continu alors il existe C' > 0 tel que

< P2>,, >Cm?

pour cela voir [RS III], [CFKS].
DeriNiTION @ On dit que S, est en résonance quand T est un nombre rationnel.

Pour un réel « strictement positif considérons I’ensemble B, des fonctions a valeurs
dans IR, périodiques de période 27, analytiques sur le cercle unité C, et qui ont un
prolongement analytique dans I'ensemble C, = {z € C tq |Im z| < a}, continu dans C,,.

C’est un espace de Banach de norme 9|, = max{|¥(2) | : z € Cy}.
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On va montrer deux théoréemes sur la nature du spectre de S;.

Théoreme 1 dit que “typiquement” les S, en résonance ont un spectre continu.

THEOREME : Pour tout réel a strictement positif, I’ensemble des potentiels V € B, tels
que S, en résonance, possede un spectre purement continu contient une
intersection d’ouverts denses dans B, muni de la norme ||-||,.

Dans ce cas on dit qu’il y a un ensemble générique de potentiels V qui

vérifient cette propriété.

Mais pour des raisons physiques on s’intéresse plus aux cas de non-résonance car c’est

la ou apparait le mouvement chaotique.

Pour ¢(0) = Z cne'™ posons
neZ

K@) =mY n’lea|”

neZL

et pour ¥ > 0 on notera
op={y e L*(C); Y| =1, K(¥) < E}

Théoreme 2 nous dit alors que pour “la plupart des potentiels” il existe “beaucoup”

de cas de non-résonance ou le spectre de S; est continu.

TuEOREME : Il existe un ensemble générique de potentiels V' tel que pour tout tel V il
existe un ensemble générique d’irrationnels T €10, 1| tels que le spectre de

S, soit continu.

En fait, on prouvera dans ce mémoire qu’il existe un ensemble générique de potentiels
V pour les quels il existe des 7 €]0, 1] irrationnels tels que og soit inclut dans les espaces
propres continus des S;, et cela pour tout £ > 0. La preuve du théoreme 2 s’en déduit

aussitot.
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On se doute méme que le spectre de S, dans le cas de non-résonance est singulierement
continu. On suppose méme que 'apparition de ce genre de spectres caractérise le mouve-
ment chaotique.

Passons maintenant aux démonstrations de ces deux théoremes.

II- Preuve du Théoréme 1

Supposons maintenant que S; est bien en résonance. Donc 7 = p/q, pour (p,q) dans
77, x IN*. Essayons de réduire S, en une somme de matrices.

T s 1z , ol
Pour cela notons I, = [0, —[ et considérons 'opérateur unitaire
q

U: L*C) — L*(1,, C%,d6)

(Uyp)(0) = (¢(9+ ?))o«cq 1

Remarque : On dit que U est un “g-vecteur”.

On a alors le lemme suivant.

LEMME : Pour tout 6 dans I, on peut trouver une matrice unitaire S; g dans M,(C) telle

que

(US-)(0) = S7,0(Uv)(0)

de plus S: 9 = Wyl';, ot (Wy)u = e_i“v(“#)ékl et I'. est une matrice dans

—2inTn?

M,(C), unitaire, de spectre {v,, = e : 0 <n <q-— 1} dont les vecteurs

2imkn

propres respectifs sont {u,, = <e a :0<n<qg—1}

>0§k§q—1
PREUVE :

En fait, on cherche S; g telle que, pour tout ¢ dans I, on ait

>_n

q—
o)kl Y( 94‘2E£) S0+ QWk)
q q

l:O
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autrement dit

qg—1
2imwln - i 2nk o 2 2imkn .
E Cn E (ST,G)kle q ezne —¢ iV (0+ a ) E che 2iTTN e a ean
neZ =0 neZ.

donc cela revient a chercher S; 4 telle que

<
|
—

2iml ; 2k . 2 2irmk
(Sre)rie T = e V(O0+ T g 2imTn” S

N
I
o

Posons S, g = Wy I'; g avec
i 2k
(W) = eV Ty,

alors on a

—i 2mk
(Sro)m = e MV OrTENT o)

Finalement on obtient que I'existence de S; ¢ équivaut a celle de I'; 5 telle que

qg—1
2imwln o 2 2imkn
(FT,O)kl e d —e 2iTTN e a (*)
1=0
pour tout ¢ dans I,,.
Remarque : On voit bien que les seules valeurs intéressantes de n sont 0,1,---,q — 1.
q q. ) ) )

I'; ¢ est, si elle existe, une matrice indépendante de ¢, on la notera I';.

De plus I'; existe car

11 1 1 .
24 2ink 2im(g—1)
1 e 9 e 4a .« 0. e q
. . . . . . 2ink 2ink’
det 2imn 2inkn 2im(qg—1)n — H 6% B 6% 7& 0
1 e 4 . .. e q . . e q
. 0<k<k/<q—1
' 2im(g—1) ' ' 2imk(g—1) ' ' 27l‘n'(qfl)2
| 1 € q “ e e q [N e q |
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On peut aussi la calculer explicitement par une transformée de Fourier discrete. En
multipliant (%) par e~ ™ ot en faisant la somme sur n de 0 & q — 1 et en remarquant
quesi|s| <gqona

q—1

2iTns
E € 1 :q503

n=0

on trouve que

qg—1
]_ . 2 2iwm(k—m)n
—2iTTn e —
(FT,H)km = 5 § € € q

n=0

Et (*) nous montre aussi que le spectre de I'; est {v,, = e=2imTn’® . <n<qg—1}, et

2iwkn

que les vecteurs propres correspondant sont les ¢ vecteurs u,, = (e a , pour n

>0§k§q—1

variant entre 0 et ¢ — 1.

Elle est, en plus, unitaire car

—1
2imk(n—m)

(Un, um) - € a - qénm
0

Q

e
I

et
(EFTU%, um) = (Fruna Frum) = Vnm(unv um) = Vnmqénm

- |Vn |2q5nm - q(snm - (unvum)

done T, I, = I.

Remarque : Le passage aux g-vecteurs est souvent exprimé par la notation

Nt

L*(C) = /0 L*(1,, C%)df

S, = / 'S, 0do
0

Remarque : Désormais U1 sera aussi noté .
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On verra plus loin que les valeurs propres de S, parviennent des valeurs propres de
Sr,¢ constantes sur un sous-ensemble de I, de mesure non-nulle.

On peut montrer [IS] qu’il existe au moins une valeur propre non-constante donc que
le spectre continu n’est pas vide. Mais dans ce mémoire on s’intéresse aux cas ou S, a un

spectre purement continu.

Avant de commencer la démonstration du théoreme 1 on aura besoin de quelques

lemmes et définitions préliminaires.
DEFINITION @ Le résultant de deux polynomes

P(X)=> apX*
k=0

Q(X) :Z b X"
k=0

est le déterminant de la matrice (n +m) X (n +m)

fag 0 - 0 bo - 0 1
ay Qo 0 b1 - 0
. ) . : , b
an ag  bp—1 by
0 ap a1 b
: D : b1
L0 0 - an 0 o by
LEMME :  Un polynome P a des racines multiples si, et seulement si, le résultant de P et

P’ est nul.
Remarque : Ce lemme est un résultat simple de I’Algebre [J].

Remarquons maintenant que, pour tout 7 fixé, la matrice S; ¢ est completement

21y

déterminée par ((V(—=))o<j<q—1. On peut ainsi définir S; o(Vp, Vi,---, V1), pour tout
g o=

(Vo,Vi,--+,V421) € IRY, comme étant la matrice S; o correspondante au potentiel V' tel
i
que V(ﬂ) =V} pour j € [0, g[NIN.
q

Alors “dans la plus part des cas” S; o est sans multiplicités.

8
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Le lemme suivant donne un sens mathématique a ce qu’on vient d’affirmer.

LEMME : L’ensemble des (Vp, Vi,---,V,—1) € RY tels que S = S;0(Vo, Va,- -+, Vy—1) soit
sans valeurs propres dégénérées est un ouvert dense de IR1.
PREUVE :
Soit P(Vp,Vi,---,V,—1) le polynéme caractéristique de S. Alors P a des racines
multiples si, et seulement si, le résultant G(Vp, Vi, -+, V,_1) de P et de P’ s’annule.
D’autre part G est une fonction analytique de (Vo, V1, -+, V,_1) car les coefficients de
P le sont. Donc I'ensemble des (Vo, Vi,---,V,—1) tels que S = S;o(Vo, Vi, -+, V4—1) soit
sans valeurs propres dégénérées est un ouvert puisque c’est le complémentaire de G=1({0}).
Posons maintenant v; = %, pour 7 =0,---,q— 1. Et rappelons nous que la matrice

I'; a g vecteurs propres u; associés aux valeurs propres v;.

Remarquons maintenant que si on note SO = ST,O(U()) V1, ,’Uq_l) alors on aura
Souj =Vjuj—1
S()UO = VoUg—1

Alors la matrice de Sy dans la base {u;}o<j<q—1 est

[0 v, 0 - 0 7
0 0 1w :
. , .
0 0 l/q—l
vy 0 0 0 |

et on conclut a

det(Sy — M) = (=) + (—1)71 q]:[ v;
j=0

q—1
donc les valeurs propres de Sy sont les racines g-iemes de H v;j , et par conséquent
=0

G(UO,U17 Tt 7?}(171) 7é 0

9
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Supposons maintenant que S présente des dégénérescences et posons
h(t) =(Vo(t), Vi(t), - -, Vg-1(t))
:(U()?Ul: T 7vq—1)t + (‘/07 V17 ) Vq—l)(l - t)
Or G est analytique, Goh est aussi une fonction analytique, non-identiquement nulle, et

qui présente un zéro en t = 0. Donc ce zéro doit étre isolé et
G(Vo(t), Va(t), -+, Vg—1(t)) #0

pour tout t assez proche de 0. Ce qui nous prouve bien la densité de ’ensemble en question.

O

Montrons maintenant quelques lemmes en vue d’étudier I'influence des perturbations
d’une matrice sur ses valeurs et vecteurs propres.

Commencons par un lemme sur l'influence des perturbations sur les valeurs propres.

LemME :  Soit M : U C R%(ou €%) — M,(C) une fonction analytique. Alors si Ao est
une valeur propre simple de M (), pour 0y € U, il existe une unique valeur
propre \(0) de M(0), et cela pour tout 6 assez proche de 6y. De plus A est
analytique au voisinage de 0.

PREUVE :

En fait, si P(x, ) est la fonction polynomiale caractéristique de M (€) alors on a

q
P(z,0) = ap(0)(z — Xo)"
k=0
avec aj analytique.

Et la simplicité de \g implique

oP
P()\(),Qo) =0 s %()\0,00) = a1(90) 75 0

donc le théoreme des fonctions implicites nous donne 'existence d’un voisinage A x © de

(Mo, 0p) et d’une fonction analytique A(€) telle que, pour tout 6 proche de 6y, on a
Voe© : P(A0),0)=0

V(z,0) e AxO : P(z,0)=0= x=A(0)

10
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ce qui veut exactement dire que, pour tout § dans ©, A(f) est I'unique valeur propre de

M (6) proche de Ag.

Pour étudier les vecteurs propres des matrices perturbées il nous faudra d’abord

étudier la régularité de la résolvante en fonction du parametre 6.

LEMME : Pour la méme M que dans le lemme précédent (M (0) — AI) est biholomorphe
en (A, 0) au voisinage de tout (Ao, 0p) tel que (M (6y) — Aol ) soit inversible.
PREUVE :

On a bien
M(0) — X =M (0g) — Aol — (A — Xo)I + (M(0) — M(6y))

= (1= (A= 20)T = (M(6) = M(60))) (M(8) = XoI) ") (M(0) = AoI)

donc M (0) — AI est inversible quand
[ A= Ao |+ [[M(0) = M(6o)|| < [|M(0o) — AoI]| # 0

or M(6) — A\ est holomorphe en (A, ), il est donc biholomorphe au voisinage de (Ag, o).

O

Le lemme suivant donne un sens a la recherche des vecteurs propres des matrices

perturbées.

LEMME :  Toujours pour la méme M si Ao est une valeur propre simple de M (0y) alors
on peut trouver, pour tout 6 proche de 6y, un vecteur propre x(6) de M ()
correspondant a (), la valeur propre de M(0), et tel que z soit analytique au

voisinage de 6.

11
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PrREUVE :

Comme )\ est simple on peut grace au lemme précédent trouver e, strictement positif,
tel que pour tout @ assez proche de 6y, la boule B(Ag,€) ne contienne aucune autre valeur
propre de M (0) que \(0).

Dans ce cas

1

PO = —— M(0) — \I)~td\
(0) 5im S(W)( (0) )

est la projection sur I'espace propre de M () lié a A\(0).

Et si 2 est un vecteur propre de M (6y) correspondant a \g alors P(6)xg est analytique,
donc continue, et prend la valeur xg # 0 en 6.

Il existe donc un voisinage de 6y ou P(#)zy ne s’annule pas et, par conséquent,

x(0) = P(0)xg est un vecteur propre analytique de M (0) lié & A(0).

On peut maintenant s’attaquer a la preuve du théoreme 1.

PrREUVE (Du Théoréeme 1)

Fixons, pour linstant, 7 = p/q et supposons, provisoirement, que S; est a valeurs
propres simples.

Soit A une valeur propre de S;. Alors il existe ¢ € L?(C) pour laquelle S;1) = 1.
Or 1 est non-nulle sur un sous-ensemble J de I, de mesure non-nulle, donc A est dans
I'ensemble A(S; ) des valeurs propres de S; g pour tout 6 dans J.

Autrement dit, le polynéme caractéristique xg,, s’annule en A pour ¢ dans un
ensemble de mesure non-nulle. Or xs_,(A) est analytique en 6, il est identiquement nul et
A est une valeur propre de Sr ¢ pour tout ¢ dans I,,.

Remarque : En plus le résultant de xs. , et de X/ST,e est analytique en 6. Or il ne
s’annule pas en zéro, donc I’ensemble des 6 tels que S; o a des dégénérescences est constitué
de points isolés et est donc négligeable. On ne se servira pas de cette remarque dans la

suite. Elle peut néanmoins éclaircir un peu le comportement des valeurs propres de S; .

12
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En particulier A est une valeur propre simple de S; o. Le lemme précédent nous permet
donc de trouver, au voisinage de zéro, un g-vecteur propre () de S- ¢, analytique. Et cela
a partir d’'un vecteur propre z(0) de S; .

On a alors, pour 6 petit, S; 9 x(0) = Ax(0) et, en dérivant au voisinage de zéro par

rapport a 6, on trouve

Sr.02(0) + Sro(6) = \i(0)

ou encore
(A — S7.0)i(0) = Sy g x(0) = Wol'r2(0) = MpS, g 2(8) = AMyz(6)

R 2mm
(Me)mn = —ZILLV (9 + T) 6mn
Or | A| =1 on a pour tout 6 € I,
(Myx(0),2(0)) = (AMpx(0), Az (0)) = ((A = Sr0)2(0), Az(0))
= (2(0),2(0) — 1S;.05, 2(0))

1S;9Sr0 =T WeWyl'y =T, =1

donc (Mpx(0),z(6)) = 0. En particulier pour # = 0 on a

En voila une condition nécessaire pour que A soit une valeur propre de S,. Il suffit
donc de montrer qu’il existe un ensemble générique de potentiels dans B, ne causant pas
des dégénérescences de S; ¢ et ne vérifiant pas cette condition pour tout vecteur propre
z(0) de S;p.

Soit D T’ensemble des (Vo,---, Vo1, Vg, -+, V) 1) € IR tels que S;o(Vo, -, V1)
soit a valeurs propres simples. Alors un lemme précédent nous dit que D est un ouvert

dense.

13
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Sro : D — M,( C) est analytique et son image est constituée de matrices a

valeurs propres non-dégénérées. Il existe donc, d’apres les lemmes sur les valeurs propres,

des fonctions Ay, ---, A4, analytiques en (Vp,---, Vo1, V{, -, Vqlfl), qui sont les valeurs
propres de S o(Vo, -+, Vo1, Vg, -+, Vy_1) = Sro(Vo, -+, Vy—1). 1l existe aussi des g-
vecteurs z1(0), - - -, 2%(0), analytiques en (Vo, -+, V1, Vg, -+, V1), qui sont des vecteurs
propres correspondant, respectivement, aux A, -, A,.

Remarque : On construit les A\ et les 2%(0) en recollant les fonctions que I'on obtient
localement grace aux lemmes précédents. En effet, il est facile de recoller les morceaux sur
un compact connexe. Apres cela il suffit d’écrire chaque composante connexe de D comme

une réunion croissante de compacts connexes.
Considérons dans ce cas les fonctions analytiques

fk:D—)]R:(V07'"7Vq—17V0/7”'7V/71)}_> V/{.’L’?(O)

q
alors X, , = ﬂ fo '(IR*) est un ouvert.

D’autre pgu"t on a bien

2 - 1 27 2 . .
v(Z :—/0 V(E 4+ pei®)do

q 2m q
2mj 1 [ 2nj o
V(D = = [ v 4 pei®)ei0gp
q 2mp Jo q

p étant assez petit.

Ce qui donne
v < v,

v | < v,

o . 2mj
doit la continuité de B, — R2: V v (V(Z2L), v/(Z2L

q q

))-

14
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Donc 'ensemble X, , o des V € B, tels que

(V(0),- - ’V(M), V'(O), e ,V’(—

q q
est un ouvert dans (Ba, ||-[|,)-

En plus X, 4o est dense car, grace a un lemme précédent, étant donné un potentiel
V € B, on peut, d’abord, rendre S; sans multiplicités, par une perturbation infiniment
petite de V. Apres cela si, pour une certaine valeur propre Ay de S; o, fi s’annule alors on
remplace le nouveau V par V +esin ¢f. On laisse ainsi Sr.0, donc les 2%(0) aussi, inchangé ;
quant aux fx on a

fr(V +esingd) = fr.(V) +e Hack(())H2

27T(q —1) / R V4 277(q —1)
e ), V'(0),---,V (—q )-

Alors si avant la perturbation on avait fx(V) = 0 cela ne reste plus vrai apres la

ou on a noté f (V) pour fr(V(0),---, V(

perturbation car les 2¥(0) sont des vecteurs propres, donc non-nuls.

Et si on pose

€0=inf{‘fL‘7)‘2 : 1§k§q,fk(‘7)7é0}>0
[z (0)]]

€ _
alors pour tout € < 50 strictement positif on a fi(V + esingf) # 0, et cela pour tout k.
Et comme |[|singz||, < 1 le nouveau potentiel est aussi proche de V' que I'on veut.
D’ou la densité de X, ; -

Si 'on consideére maintenant ’ensemble X, = ﬂXp,q’a ; alors pour tout V € X, et

Psq
pour tout 7 € @Q, S; ¢ ne peut avoir aucune valeur propre constante. Or on a montré, tout

au début de cette preuve, que les valeurs propres de S, sont en fait des valeurs propres
constantes de Sr 9. Alors S; a un spectre purement continu.
X, étant une intersection dénombrable d’ouverts denses. Cela termine la preuve du

théoréme 1.

15
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I11- Preuve du Théoréme 2

Dans cette partie 7 n’est plus un rationnel mais un réel quelconque.

Commencons par quelques lemmes nécessaire pour la preuve du théoreme 2.

LEMME : (Théoréme de Wiener)

Soit S un opérateur unitaire sur L*(C). Alors si son spectre est purement

continu on a pour tout 1) dans L*(C)

lim R(N,v¥) = hm —Z} Sk@bw

N—oo

PRrREUVE :

En fait

21
(Skap, ) = / ™ d < Exip, ) >
0

ou F est la mesure spectrale de .S. Donc

N
72(1\&1&)://027r %Z WA 4 < Exip,p > d < 4, Byt >

k=1

el(N_’_l)()‘_:u’) — ei(A_/"‘) d E d E
= . < L > d < 1), >
e e

et
lim R(N, ) // Xo=p(A\, 1) d < Extp, ¢ >d <, E ¢ >
[0,27]2

N —o0

27
=/ < B> ({A}) d < Expp > =0
0

16
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Rappelons que pour ¥(6) = Z e
nez

K(¢):72n2‘cn|2

neZz

et que pour £ >0
o ={y € L*(O); |l = 1, K(v) < B}

Alors on a le lemme suivant.

LEMME :  Pour tout E > 0 op est compact.
PREUVE :

Il suffit de montrer que toute suite de o possede une sous-suite convergente dans o
RS 1.

Soit (¢ ) New une suite d’éléments de o et soit ¢, (V) le n-ieme coefficient de Fourier
de Yn.

Alors (co(N))new est bornée par un car ||¢on|| = 1. Donc elle possede une sous-
suite (co(wo(N)))yen convergente vers une limite co. De méme, (c_1(¢o(IV)))yen €t
(c1(w0(N))) yen sont toutes les deux bornées donc il existe une injection strictement
croissante @1 : IN — ¢g(IN) telle que (c_1(01(N)))yen €t (c1(p1(N))) yen convergent
vers, respectivement, c_q et c;.

On peut ainsi construire une suite (¢ n)yen d’injections strictement croissantes telles

que
VN € N* : on(IN) C on—1(IN)

VneZ : (cn(yp n|(N)))N€]N converge Vers ¢,

Posons maintenant ¢ : IN — IN : p(N) = pn (). Alors
VN eN : o(N+1)=pn(N+1)>pni1(N)
Montrons, par récurrence sur n, que

VnelN ¢ onii(n) = o (n)
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Pour n=0o0n a
oN+1(0) = min oy 1 (IN) > minpx (IN) = ¢n(0)

Supposons que ¢n+1(n) > @n(n) et montrons que pny1(n+1) > pn(n+1).

L’hypothese de récurrence nous donne
¢n+1(INNJn, oo) C o (INN]n, oo])
car pour m > n on a
en+1(m) > pni1(n) = ¢n(n)
d’autre part on41(m) € on+1(IN) C o (IN) donc on a bien
pn+1(m) = pn(m') > pn(n)
ce qui implique que m’ > n et que pn11(m) € @ (INN|n, co[. Donc
o1 (n+ 1) = min 41 (NN, oof) > min gy (N, 0o]) = px(n + 1)

ce qui prouve qu’on a, pour tout n € IN,

on+1(n) > pn(n)

et, par conséquent, que
O(N+1) > on1(N) > on (V) = p(N)

donc que ¢ est strictement croissante.

D’autre part si N > |n| on a

p(N) =N (N) € on(IN) C ¢}, (IN)
donc
p([In],00[NIN) C ¢ypn | (IN)
et (cn(9(N))) | €5t une sous-suite de (cn (0] (N))) yen-
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Et on a bien

or pour tout n € 7

E
on obtient | ¢, |* < — et
™m
[en(@(N)) —en|” < —5

le théoreme de la convergence dominée nous donne

lim > [en(@(N)) = cn |” = lim [ cn(p(N)) —cn =0

N—oo
neZ neZ

Donc si on pose ¥(0) = Z cne™ on a
neZ

Jim v =

avec ||| = 1 car pour tout N € IN on a |[¢n|| = 1.

. 2 2 E
Il nous reste & montrer que n°le,|” < —.
T

neZ
Supposons que le contraire soit vrai, alors il existe un ng pour lequel

E
Y Bla’> =
|k [<no m

or pour tout n € IN on a

lim Y RleleN) P = Y K

N —oo
| k|<n | k|<n

alors pour N assez grand on a

S RN P = D Ele(p(V) [P > g

kEZL |k |<no

ce qui est absurde. Donc 9 est bien dans og et og est compact.
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Rappelons I'un des lemmes les plus puissants de ’analyse.

LEMME : (d’Ascoli)
Soient X un espace topologique, D un ensemble dense dans X, Y un espace

complet. Et soit ( f,,) une suite équicontinue de fonctions de X dansY qui vérifie

Vee D : lim f,(x) existe et vaut f(x)

n—oo

alors pour tout x € X la limite lim f,(z) existe et f, ainsi définie, est
n—oo

uniformément continue sur tout compact de X.

Avant d’énoncer le lemme suivant remarquons que si |a| < 1 et |b| <1 alors

lal = 16P| =llal = [bllllal+ b

<2|[a]— 0]
<2|a—-0b]|
LEMME :  Si S, posséde un spectre purement continu alors lim R.(N,v¢) = 0 uni-

N—o0

formément sur og.
PREUVE :

Fixons 7 et examinons la suite R (N, ). En fait, cette suite est équicontinue car

2

N
| Re(N,0) = Re (N ) [ < = D> (| (SEb, 0 = ¢) |+ [ (SEw = SEo!,0) |) < 4l — |
k=1

=|

Remarque : Ici on a posé a = (SFi, ) et b= (SFy’ +’). On a donc
a—b= (S, v — ) + (Siv — 7', )

Il reste d’appliquer le lemme d’Ascoli.
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Etudions maintenant le comportement asymptotique des coefficients de Fourier d’une

fonction analytique.

LEMME :  Soit ¢ une fonction analytique sur C, 2w-périodique sur I'axe réel. Alors si,

sur IR

on a, pour tout 3 € [0, |
sup{em”| len | - nEZ} < 00

PREUVE :
Considérons d’abord le cas n > 0.
En intégrant ¢)(z)e~"#, qui est holomorphe dans C,,, sur le rectangle 0, —if3, 2m—i/3, 27

on trouve que

27

, -8 0
Y(0)e "0dh =i / V(i0)e™ df + i / Y(2m + i0)e™ dh
0 0 -3

27
+ e P (0 —iB)e "M dp
0

La périodicité de ¢ dans IR implique sa périodicité dans C,, car si on pose g1(z) = ¥(2)
et g2(z) = P(z + 2m) alors g1 et go coincident sur IR, or elles sont toutes les deux
holomorphes dans C, donc elles sont égales sur C,, .

Donc
1

2m
— —npg . —inf
Cn = o€ i (0 —iB)e """ db

et par conséquent

1 2m
S — "y
enl e o [ v il as

TV
Constante indépendante de n

Pour n < 0 on fait exactement la méme chose sauf qu’on integre cette fois ci sur le

rectangle 0,:0, 27 4 i3, 27.
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Cela nous méne au lemme suivant.

LEMME :  Soient 1 entiére et 2m-périodique, V' € B, , F.(¢) = Z n*"| ¢, |2 pour r > 0.

neZZ
Alors il existe une constante A telle que pour tout N on a

Fr.(SNy) < AN?" |02

PREUVE :

o
Posons o/ = 5

Pour tout N, SN reste analytique sur C,, donc, en utilisant le lemme qu’on vient de

montrer, on a pour tout 5 € [0, /]
qg(N) = sup {em”' len(N)| : ne Z} < 00

olt ¢, (N) est le n-ieme coefficient de Fourier de SN4).
Et si on note (W,) les coefficients de Fourier de e~V alors le méme lemme nous
donne encore

Ve : |Wy|<de @l

Notons maintenant c/,(N) les coefficients de Fourier de TSN 1), alors on a bien
S7]_V+1,¢ — e—i,u,VTTSin

et, par conséquent

len(N+1) | =Y Wark (V) [ <D [ Woi | [k (N) |

keZ ke

=3 [ Wark || en(N) |
keZz

<day () Y e deEle ok

keZZ
SCldQ%a/(N)e_%a/|”|
car
eiéallklefo‘/'”*lﬂ = eféo/ﬂk|+|n7k|)67%0/|nfk\
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et on a bien |k |+ |[n —k| > |n]|. Il suffit donc de poser

Cl — § :e—%a’|n—k| — § :e—%a’|k|.

keZ keZ

Alors on peut dire que
Aior (N +1) <C2q10/(N)

et par conséquent que

Q%a’ (N> S CéVQ%o/ (O)
Il existe donc une constante v > 0 qui vérifie
[ en(N) | < ei@ N =z In]

et on a

F(SYy) =Y n*leaW) P = D 0 eaN)P+ Y 0¥ fea() [

neZz | n|<N~ [n|>N~

< ’72TN2T Z |Cn(N) |2 + Z n2r€—%a'|n|€—%a'(|n|—'yN)
neZZ [n|>N~

< ,YQTNQ'P ||¢||2 + Z n2r67%0/\n\
neZ

et pour ~ assez grande on a

Fo(SNy) < 292 N2 |||

Essayons maintenant de contrdler la dépendance de R, (N, ) pour N et v fixés.
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LeMME :  Soit v entiére, 2m-périodique de norme L?(C) égale a un. Alors il existe 3 > 0

tel que pour tout 7 et 7/ on a
|RT(N7¢)_RT’(N7w)| < |T_T/|/8N3

PRrREUVE :

Posons
Qn = ||(SF =S¥y
alors on a

[ (S70 — S04, 9) | < Qw

et on a aussi .
Qn <||(8- = $)8¥ o + [[SY e - SNy
= (87 = S-) SN || + Qn s
Or S; = e_iHVTT on a

H(ST - ST’)S;]-VilQ/)H = H(T‘r - TT’)SyillﬁH

. 2 . 1.2 .
§ : Cn(N . 1) <€—217r7'n _ 6—21777' n )eznG

neZ

NI

<2r|T—17| (Z n4|cn(N—1)|2>

nezz

Remarque : On a utilisé

xX
‘em—eiy‘:‘/ eitdt‘§|x—y|
y

Alors, pour 7 = 2 dans le lemme précédent, on obtient
Qn < A'|7—7' N> +Qn_1
En remarquant que Qo = 0 on obtient

QNSA/|T—T’|N3
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et par conséquent

N N
| R-(N,¥) = R (N,9) | < %ZQ’“ < %A/!T—T/|Zk3 <2A4'|1—7'|N?
k=1 k=1

Finalement, et avant de passer a la preuve du théoreme 2, montrons un lemme sur

I’approximation d’irrationnels par une suite de rationnels.

1
LEMME :  Soit f:IN — IR% telle que f(n) = o(—). Alors
n

Pn

Ir €]0,1[\Q, I ((pn,qn)) suite dans IN x IN* : Vn e N, |7 — == | < f(qn)
PREUVE :
Soit g1 > 2 tel que f(q1) < 1 alors on a
1 1
— 4z 1
o 5fla) <
1 : . . 1
posons 71 = —. Alors comme f est strictement positive Uintervalle |y, + 5 f(q1)[ est
a1

non-vide et, par choix de ¢, il est inclut dans ]0, 1.

1
Soit maintenant y; €|, 7 + 3 f(q1)[\@Q . Alors il existe une suite de rationnels

1

1
1 . .
(—") convergente vers ;. Dans ce cas lim j! = oo car sinon on peut trouver une
n—oo
n

sous-suite constante de (j}) égale & j1 pour un certain N et, par conséquent, la sous-suite
corres d de it i i i ibl I’i i lité d
pondante de 1,, convergera vers 7y;Jy ce qui est impossible vu l'irrationalité de 7.
Remarque : On a choisit, bien sre, i’ et jl dans IN*.

1
D’aprés ce qui précede on peut trouver 7o = P2 dans |11, 11 + 3 f(q1)[NQtel que
q2

fla2) < f(q1)
T + %f(fh) + 2—12f(Q2) <1

cela est toujours possible a cause des deux conditions

lim f(q)z()etﬁ+%f(q1)<1

q—00
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et remarquons bien que la deuxieme condition implique

1
Tg—f—?f(QQ) <1

On construit ainsi une suite de rationnels (7,,) qui vérifient, pour tout n
( Da

1
Tn = q_ €]Tn—1,Tn-1+ Ff(%—l)[m@

f(Qn) < f(%zfl)

2n1_1 flan-1) + %f(qn) <1

Alors on a trouvé une suite de rationnels telle que pour tout n on a

L Tn—1 +

1
Tn—1 <Tpn < Tp-1+ Ff(%—ﬂ

donc cette suite converge vers un certain 7, et on a en plus

n n 1
Yn>m @ T — Ty = Z (1i = Tim1) < Z 2¢_—1f(%'—1)
i=m-+1 i=m+1
1
< f(qm) ‘_Z—i—l 27;_1 < f(q’n’L)

si on fait tendre n vers l'infini on obtient

0<7—Tm < flqm)

et cela pour tout m € IN.

Il reste & démontrer que 7 est bien irrationnel.
a

b

1
Supposons l'inverse ; alors 7 = —. Or, par hypothese, f(q) = o(-) donc il existe un
q

entier qq tel que

1
> _— P
q = qo f(Q)<bq
mais
p p a |pb—aq| _ 1
VE#T |- = > —
q7’é ‘q b qb qb

donc ¢, doit rester au dessous de gy et on obtient
Card {7, #7 : |7 — 70| < flgn)} < o0

ce qui est absurde car pour tout n # m on a 7 # 7, # Tp.
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Remarque : On peut aussi montrer que si f € Lz(lRi), ce qui est le cas lorsque f

1
décroit et f(n) = o(—), alors I'ensemble des 7 en question est un Gs-dense [K].
n
On peut a présent commencer la preuve du théoreme 2.

PreUVE (Du Théoreme 2)
Soient V € X, . D’aprés un lemme précédent il existe, pour tout ¢ € IN* et € > 0,

un plus petit entier vg(qo,€) vérifiant
b
\V%/)GO'E, VT:E7 ng07 p<q7 VNZVE(Q()vg)v |RT(N7¢)| <e€

remarquons bien que les 7 en question constituent un ensemble fini.

On voit bien que vg croit quand g croit ou quand & décroit. Posons donc la fonction

=)

¢5(0) = 55—
P*vi(e,a7t)  a

Donc, par le lemme précédent, I'ensemble Ly, C [0, 1] des irrationnels 7 qui sont une

limite de rationnels 7,, = Pntels que |7 — 7, | < ¢E(gn) , est non-vide. Pour tout 7 € Ly,

n

et pour toute 1) € op entiere on a
R (N,¥) <|R+(N,¢) = Rr (N, 9) | + R, (N, 9) §ﬁ|7_7'n|N3+an(Nﬂ/))

Posons maintenant N,, = vg(q., g, ).

Alors on a

_ - 11
Re(Npy ) < BT — 70 | Ve (gn, g, ") + @ Sﬁq—2+q—
n n

et quand n tend vers I'infini on voit bien que R, (N, ) tend vers zéro.
Or ¢, tend vers I'infini on peut supposer qu’elle est croissante. Donc (IV,,) est aussi une

suite croissante. Alors si IV,, ne tend pas vers 'infini ¢’est qu’elle devient une suite constante

1
apres un certain ng ce qui annule R, (N, ) pour tout N > N,,, caron a | R, (N,¢) | < —

n

pour tout n > ng.
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Et si NV, tend vers I'infini alors 0 est une valeurs d’adhérence de {R(N, %)} yen-

Mais on a déja vu que pour tout 7 et pour toute 1

27
lim RT(N7 w> = / < ET,)\wa w > ({)‘}) d< ET,)\¢7¢ >
0

N —o00
ou I ) est la mesure spectrale de S-.

Donc dans tous les cas on a A}im R-(N,v) = 0. Et, par conséquent
< E; ¢ > ({0}) =0 < E; ), > -presque par tout

ce qui implique que cette mesure est continue et que toute ¢ € og entiere appartient a
I’espace propre continu de S, pour 7 € Lg,,.

Maintenant soit ¢y € op. Alors ¥y = Z cne™ converge vers ¢ dans L?(C).
[n|<N

N .
YN = —— converge, elle aussi, vers .
[Nl
En plus ¢n(2) est entiére et appartient & o, pour N assez grand. En effet

) E
DR TAL PR ST

|n|<N |n|>N |n|>N

<

A |

FE
1- Z |Cn|2 :; Z |Cn|2

|n|>N In|[<N

E
et cela pour tout N > —
7

Donc elle fait partie de I’espace propre continu de S, or cet espace est fermé il contient

1. Ce qui acheve la démonstration.

Remarque : D’apres la remarque précédente, et comme ¢ décroit, on peut méme dire
que Ly, est un Gs-dense, et cela pour tout potentiel V € X,. Donc, en fait, il existe, pour
tout V' € X, un ensemble générique d’irrationnels 7 €]0,1[ tels que S; ait un spectre
purement continu. Il suffit pour cela de prendre l'intersection des différents ensembles de

fréquences 7 correspondant aux o); pour M parcourant IN*.
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